The long-period effects of perturbation by Jupiter on the orbits of minor planets with commensurable mean motions by Vincent, Fiona
THE LONG-PERIOD EFFECTS OF PERTURBATION BY 
JUPITER ON THE ORBITS OF MINOR PLANETS WITH 
COMMENSURABLE MEAN MOTIONS 
 
Fiona Vincent 
 
A Thesis Submitted for the Degree of PhD 
at the 
University of St Andrews 
 
 
  
1979 
Full metadata for this item is available in                                                                           
St Andrews Research Repository 
at: 
http://research-repository.st-andrews.ac.uk/ 
 
 
 
Please use this identifier to cite or link to this item: 
http://hdl.handle.net/10023/14291  
 
 
 
 
This item is protected by original copyright 
 
 
T HE  L O N G - P E R I O D  E F F E C T S  OF P E R T U R B A T I O N  BY J U P I T E R
ON THE ORBI TS OF MINOR PLANETS
WITH COMMENSURABLE MEAN MOTIONS
b y
F i o n a  V i n c e n t  B . S c .
A T h e s i s  p r e s e n t e d  f o r  t h e  D e g r e e
o f  D o c t o r  o f  P h i l o s o p h y
i n  t h e  U n i v e r s i t y  o f  S t  A n d r e w s
O c t o b e r  1 9 7  9
ProQuest N um ber: 10171190
All rights reserved
INFORMATION TO  ALL USERS 
The q uality  of this reproduction  is d e p e n d e n t upo n  the qua lity  of the copy subm itted .
In the unlikely e v e n t that the au th o r did not send a c o m p le te  m anuscript 
and there are missing p a g e s , these will be n o te d . Also, if m ateria l had to be re m o v e d ,
a n o te  will in d ic a te  the d e le tio n .
uest
ProQ uest 10171190
Published by ProQuest LLO (2017). C o p yrig h t of the Dissertation is held by the Author.
All rights reserved.
This work is protected  ag a in st unau thorized  copying under Title 17, United States C o d e
M icroform  Edition ©  ProQuest LLO.
ProQuest LLO.
789 East Eisenhower Parkway  
P.Q. Box 1346 
Ann Arbor, Ml 4 8 1 0 6 -  1346
; I
i r 'I I
1 f
P r e f a c e
In O c t o b e r  1 9 6 7 ,  I m a t r i c u l a t e d  a t  t h e  U n i v e r s i t y  o f  S t  
A n d r e w s ,  a nd  r e a d  f o r  a j o i n t  d e g r e e  i n  a s t r o n o m y  a n d  
p u r e  m a t h e m a t i c s ,  g r a d u a t i n g  i n  J u n e  1 9 7 1  w i t h  t h e  
d e g r e e  o f  B a c h e l o r  o f  S c i e n c e  w i t h  h o n o u r s  o f  t h e
s e c o n d  c l a s s ,  d i v i s i o n  I .  I n  O c t o b e r  197  1 I wa s  
a d m i t t e d  a s  a c a n d i d a t e  f o r  t h e  d e g r e e  o f  D o c t o r  o f  
P h i l o s o p h y ,  u n d e r  R e s o l u t i o n  o f  t h e  U n i v e r s i t y  C o u r t  
1 9 6 7 ,  n o .  1 .  I n  A u g u s t  1 9 7 4  I t o o k  up e m p l o y m e n t
o u t  w i t h  t h e  U n i v e r s i t y ,  a n d  my r e s e a r c h  b e c a m e  
p a r t - t i m e .  S i n c e  O c t o b e r  1 9 7 1  my r e s e a r c h  h a s  b e e n
s u p e r v i s e d  by  Mr . T B S l e b a r s k i ,  l e c t u r e r  i n  a s t r o n o m y  
a t  t h e  U n i v e r s i t y  O b s e r v a t o r y .
I
D e c l a r a t i o n
I d e c l a r e  t h a t  t h e  f o l l o w i n g  t h e s i s  i s  t h e  r e s u l t  o f  
wor k c a r r i e d  o u t  by  me ,  t h a t  t h e  t h e s i s  i s  my own  
c o m p o s i t i o n ,  a n d  t h a t  i t  h a s  n o t  b e e n  p r e s e n t e d  i n  a n y  
p r e v i o u s  a p p l i c a t i o n  f o r  a h i g h e r  d e g r e e .
F i o n a  V i n c e n t
5
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C e r t i  f i  c a t e
I c e r t i f y  t h a t  F i o n a  V i n c e n t  h a s  s a t i s f i e d  t h e  
c o n d i t i o n s  o f  t h e  O r d i n a n c e  a n d  R e g u l a t i o n s ,  a nd  t h a t  
s h e  i s  t h u s  q u a l i f i e d  t o  s u b m i t  t h e  a c c o m p a n y i n g  t h e s i s  
i n  a p p l i c a t i o n  f o r  t h e  D e g r e e  o f  D o c t o r  o f  P h i l o s o p h y ,
T . B . S l e b a r s k i
<2#
The  h e a v e n s  d e c l a r e  t h e  g l o r y  o f  God,
and  t h e  f i r m a m e n t  s h o w e t h  H i s  h a n d i w o r k .
-'yv' %.;'» .-y »I - 'J.- ry j,'f?; '4"J■‘■a
The L on g-P eriod  E f f e c t s  o f  P e r tu r b a tio n  by J u p ite r  on the O rb its  o f  
Minor P la n e ts  w ith  Commensurable Mean M otion s,
A b str a c t
S ix  m inor p la n e ts  w ith  mean m otions approxim ately commensurable 
w ith  th a t  o f  J u p ite r  were ob served  p h o to g r a p h ic a lly :  (87) S y lv ia ,
(107 ) C am illa , (414) L ir io p e , (909) U lla  and (1574) Meyer ( a l l  w ith  
r a t io  9 / 5 ) ,  and (334) Chicago ( r a t io  3 /2 ) .  The p la t e s  were m easured  
on a tw o -co o rd in a te  m easu rin g-m ach in e, and reduced by th e  method o f  
p la t e  c o n s ta n ts .  O rb its  were d er iv e d  for . a l l  e x c e p t  (1574) Meyer; 
fo r  (334) Chicago and fo r  (909) U l la ,  two o r b it s  w ere o b ta in ed  fo r  
s u c c e s s iv e  y e a r s ,  though in  the form er ca se  the o r b i t s  were n o t  
a c c u r a te .
The o r b it s  o f  a l l  ‘s i x  p la n e t s  w ere a ls o  in te g r a te d  n u m er ica lly  
by com puter, to g e th e r  w ith  th a t  o f  (153) H ild a , u s in g  a tech n iq u e  
a p p lie d  to  th e l a t t e r  p la n e t  by J . Schubart. Based on th e th r e e -  
body prob lem , t h is  a p p lie s  th r e e  m u tu a lly -p e r p e n d ic u la r  components 
o f  th e  d is tu r b in g  fo r c e  to  the o r b i t a l  p aram eters, w hich  co n seq u en tly  
vary  w ith  tim e. S h o r t-p e r io d  v a r ia b le s  are e lim in a te d  by a v era g in g :  
o n ly  th e  lo n g itu d e s  o f  th e  two p la n e t s  are a llow ed  to  v a r y , around one 
c y c le  o f  th e  com m en su ra b ility . The d e r iv a t iv e s  o f  th e  o r b i t a l  e lem en ts  
are c a lc u la te d  a t  in t e r v a l s  around th e c y c le ,  and t h e ir  average v a lu e s  
used  in  th e in t e g r a t io n .
S ch u b a r t’ s o r ig in a l  method n e g le c t s  th e  o r b i t a l  in c l in a t io n s  o f  
both  p la n e t s ;  t h i s  in v e s t ig a t io n  ex ten d s th e  e q u a tio n s  to  in c lu d e  the 1
i n c l i n a t i o n s .  H is r e s u l t s  fo r  (153 ) H ild a  are rep rod u ced , and shown 1n o t  to  change g r e a t ly  w hether th e in c l in a t io n s  are in c lu d e d  or o m itte d . <
9Eor (909) U l la ,  how ever, c o n s id e r a b le  d if f e r e n c e s  a r e  fou n d . 3
*1The r e s u l t s  o f  th e  in te g r a t io n s  on a l l  sev en  o r b i t s  are  p r e se n te d  
in  the form  o f  grap h s, c o v e r in g  t im e - in te r v a ls  o f  3000 y ea rs  and m ore.
"jThe o r V it  o f  (9Q9) U lla  was in te g r a te d  tw ic e , once ta k in g  th e  r a t io  o f  ï
. - P i
T  2  —
mean m otion s as 9 / 5 ,  and a g a in  as 7 / 4 .  The in t e g r a t io n s  o f  (153) 
H ild a  and (334) Chicago took  th e r a t io  as 3 /2 .  A l l  th e  o r b it s  
co n s id e r e d  appear s t a b le  over  lo n g  t im e - in t e r v a ls .  The p e r ih e l io n  
advance o f  (334) Chicago i s  in te r r u p te d  by lo n g  r e t r o g r e s s io n s ,  as 
n o ted  by S ch u b art. The o r b i t  o f  (909) U l la  shows s im i la r ,  though  
l e s s  marked, b eh a v io u r . Both p la n e t s  are somewhat removed from e x a c t  
commens u r a b i l i t y .
Comparison was made betw een  th e  o r b it s  o f  fo u r  o f  the p la n e t s ,  
d e r iv e d  from  o b s e r v a t io n s ,  and th e  o r b i t s  p r e d ic te d  by th e  n u m erica l 
in t e g r a t io n s .  I n m o s t  c a s e s ,  th e  o r b i t a l  param eters changed in  th e  
d ir e c t io n  p r e d ic te d  but to a g r e a te r  d eg ree , in d ic a t in g  th a t  more 
v a r ia b le s  a f f e c t  th e  r e a l  o r b i t s  o f  th e  m inor p la n e t s  than are  taken  
in t o  a ccou n t in  t h i s  t h e o r e t i c a l  in v e s t ig a t i o n .
F ion a  V in cen t  
O ctob er , 1979.
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I -  I n t r o d u c t i o n
The  m i n o r  p l a n e t s  a r e  m a i n l y  c o n f i n e d  t o  t h a t  z o n e  
o f  t h e  s o l a r  s y s t e m  l y i n g  b e t w e e n  t h e  o r b i t s  o f  Ma r s  
a n d  J u p i t e r .  Th e y  a r e  n o t  e v e n l y  d i s t r i b u t e d ,  a s  c a n  
b e  s e e n  f r o m  d i a g r a m  1 ,  w h i c h  s h o w s  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  
t h e  m i n o r  p l a n e t s  a g a i n s t  t h e i r  me a n  m o t i o n s  ( w h i c h  a r e
d i r e c t l y  r e l a t e d  t o  t h e  s e m i - m a j o r  a x e s  o f  t h e i r
o r b i t s ) . Th e y  a r e  f o u n d  a t  s o me  h e l i o c e n t r i c  d i s t a n c e s
i n  g r e a t  a b u n d a n c e ,  a nd  h a r d l y  a t  a l l  a t  o t h e r s  -  t h e s e  
d e f i c i e n c i e s  a r e  known a s  t h e  K i r k w o o d  G a p s .
The  d i s t r i b u t i o n  i s  l i n k e d  w i t h  t h e  r a t i o  o f  t h e  
me a n  m o t i o n  o f  a m i n o r  p l a n e t  a t  a p a r t i c u l a r  
h e l i o c e n t r i c  d i s t a n c e  t o  t h e  me a n  m o t i o n  o f  J u p i t e r .
Whe r e  t h i s  r a t i o  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  r a t i o  o f  t wo  
i n t e g e r s  P / Q,  t h e  me a n  m o t i o n s  a r e  s a i d  t o  be  
c o m m e n s u r a b l e .  In p a r t i c u l a r ,  w h e r e  P and Q a r e  s m a l l ,  f .
' jt h e r e  i s  u s u a l l y  a s i g n i f i c a n t  f e a t u r e  i n  t h e  JWd i s t r i b u t i o n  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t s .  I n  t h e  c a s e  o f  t h e  d
c o r n m e n s u r a b i l i t i e s  3 / 1  a n d  5 / 2 ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e r e  i s  a " d
s h a r p l y - d e f i n e d  g a p ,  w h e r e a s  p e a k s  i n  t h e  d i s t r i b u t i o n  j
o c c u r  a t  3 / 2  a n d  a t  1 / 1 ,  ( T h e  p e a k  a t  1 / 1  c o n s i s t s  o f  'S
7:1t h e  " T r o j a n  a s t e r o i d s " ,  a s s o c i a t e d  wi t h» t h e  L a g r a n g i a n  . |
p o i n t s  o n  J u p i t e r ' s  o r b i t ,  f o r m i n g  e q u i l a t e r a l
.iW
t r i a n g l e s  w i t h  J u p i t e r  a n d  t h e  s u n . )  •:
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D i a g r a m  1 s h o w s  s ome  o f  t h e  p r i n c i p a l
c o m m e n s u r a b i l i t i e s  w i t h  b o t h  J u p i t e r  a n d  S a t u r n ,  ( T h e  >'
u n s h a d e d  p o r t i o n s  o f  t h e  d i a g r a m  r e p r e s e n t  " f a m i l i e s "  
o f  m i n o r  p l a n e t s ,  a s  e s t a b l i s h e d  by  K.  Hi r a y a n i a  a n d  
d e t a i l e d  by B r o u w e r  ( 1 9 5 1 ) ;  t h e s e  h a v e  p r o b a b l y  '7%
r e s u l t e d  f r o m t h e  b r e a k - u p  o f  l a r g e r  b o d i e s ,  a n d  h a v e  
no r e l a t i o n  t o  t h e  m a t h e m a t i c s  o f  t h i s  p r o b l e m , )
The  n a t u r e  o f  t h e  e f f e c t s  o f  t h e s e
c o m m e n s u r a b i l i t i e s  h a s  b e e n  t h e  s u b j e c t  o f  muc h
s t u d y  ( s e e ,  f o r  e x a m p l e ,  P o i n c a r e  ( 1 9 0 2 ) ,
H i r a y a n i a  a n d  A k i y a r n a  ( 1 9 3 7 ) ,  B r o u w e r  (1 9 6 3 ) ,
S c h u b a r t  ( 1 9 6 4 ,  1 9 6 8 ,  1 9 7 8 ) ,  a nd  S c h w e i z e r  ( 1 9 6 9 ) ) .
B r o u w e r  ( 1 9 6 3 )  h a s  d e m o n s t r a t e d  t h a t  a c o m m e n s u r a b i l i t y  
s h o u l d  a l w a y s  c a u s e  a V - s h a p e d  d i p  i n  an o t h e r w i s e  
s m o o t h  d i s t r i b u t i o n  o f  a s t e r o i d s ;  he  c o n j e c t u r e s  t h a t
t h e  c o m m e n s u r a b i l i t i e s  a r e  s o  c l o s e l y  c l u s t e r e d  i n  t h e  
o u t e r  r e g i o n s  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t  z o n e  ( i . e .  as  P/ Q  
a p p r o a c h e s  1)  t h a t  t h e  p l a n e t s  a r e  f o r c e d  i n t o  p e a k s  i n  
b e t w e e n  t h e m .  S c h w e i z e r  ( 1 9 6 9 )  a t t e m p t s  t o  f i n d  a
p u r e l y  s t a t i s t i c a l  e x p l a n a t  i o n  o f  t h e  g a p s .  He
s u g g e s t s  t h a t  a m i n o r  p l a n e t  m i g h t  c r o s s  a
c o m m e n s u r a b i l i t y ,  s h o w i n g  a s  i t  d o e s  s o  a s t r o n g
r e s o n a n c e  i n  i t s  o r b i t a l  p a r a m e t e r s  w i t h  t h o s e  o f  
• J u p i t e r ;  b u t  he  d o u b t s  i f  a n y  s u c h  p l a n e t  c a n  r e m a i n  a t  
!>. t h e  c o m m e n s u r a b i l i t y  f o r  a l o n g  p e r i o d .
I t  i s  n o t  c e r t a i n  how much e f f e c t  a n y  p a r t i c u l a r  
c o m m e n s u r a b i l i t y  h a s ,  n o r  how f a r  i t s  e f f e c t  i s  f e l t  by  
:■ m i n o r  p l a n e t s  w i t h  me a n  m o t i o n s  d i f f e r i n g  s l i g h t l y  f r o m
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4e x a c t  c o m m e n s u r a b i l i t y ;  i n t u i t i v e l y ,  o n e  w o u l d  e x p e c t  
t h a t  r a t i o s  o f  s m a l l  n u m b e r s  w o u l d  h a v e  a g r e a t e r  
e f f e c t  t h a n  r a t i o s  o f  l a r g e  n u m b e r s .  I t  i s  a l s o  l i k e l y  
t h a t  c o m m e n s u r a b i l i t i e s  w i t h  t h e  me an m o t i o n  o f  S a t u r n  
( s h o w n  i n  d i a g r a m  1)  h a v e  some e f f e c t .
T h i s  i n v e s t i g a t i o n  i s  m a i nI  y c o n c e r n e d  w i t h  t h e
o r b i t s  o f  m i n o r  p l a n e t s  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  9 / 5  
c o m m e n s u r a b i l i t y  w i t h  J u p i t e r .  T h e s e  a r e  on t h e  o u t e r  
f r i n g e  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t  d i s t r i b u t i o n ;  a p a r t  f r o m  t h e  
c o n c e n t r a t i o n s  o f  p l a n e t s  p r e v i o u s l y  m e n t i o n e d ,  a t  3 / 2  
a n d  a t  1 / 1 ,  t h e r e  a r e  o n l y  a h a n d f u l  o f  i s o l a t e d
p l a n e t s  f u r t h e r  o u t . T h e r e  a r e  e i g h t  p l a n e t s  w h i c h  
h a v e  me an m o t i o n s  a p p r o x i m a t e l y  9 / 5  t i m e s  t h a t  o f  
J u p i t e r .  Two mo r e  a l i t t l e  f u r t h e r  o u t  w e r e  n o t
s t u d i e d ,  b u t  a t h i r d  o n e  was  i n c l u d e d  i n  t h e
i n v e s t i g a t i o n .  Tf i i s  i s  ( 3 3 4 )  C h i c a g o ,  w h i c h  h a s  b e e n  
s t u d i e d  by  s e v e r a l  o t h e r  a u t h o r s ,  and w h i c h  i s
g e n e r a l l y  r e g a r d e d  a s  a n  o u t l y i n g  me mbe r  o f  t h e  H i l d a  
g r o u p ,  w h i c h  h a v e  mean m o t i o n s  n e a r  3 / 2  t i m e s  t h a t  o f  
J u p i t e r .  T h i s ,  t o g e t h e r  w i t h  f i v e  o f  t h e  e i g h t  p l a n e t s  
a t  t f i e  9 / 5  c o m m e n s u r a b i l i t y ,  wa s  o b s e r v e d  
p h o t o g r a p h i c a l l y ,  a nd  o r b i t s  w e r e  d e t e r m i n e d  f o r  a l l
b u t  o n e  o f  t h e m .  T h e s e  o r b i t s  a r e  g i v e n  i n  s e c t i o n  I I .
The  t h e o r e t i c a l  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  o r b i t s  o f  
m i n o r  p l a n e t s  w i t h  me an m o t i o n s  c o m m e n s u r a b l e  w i t h  t h a t  
o f  J u p i t e r  p r e s e n t s  c e r t a i n  w e l l - e s t a b l i s h e d  p r o b l e m s .  
Fo r  o t h e r  m i n o r  p l a n e t s ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e v e l o p  t h e  
o r b i t a l  p a r a m e t e r s ,  w h i c h  c h a n g e  u n d e r  t h e
5g r a v i t a t i o n a l  p e r t u r b a t i o n s  o f  J u p i t e r  ( a n d ,  i f  
d e s i r e d ,  o f  a n y  o t h e r  m a j o r  p l a n e t s ) ,  i n  t h e  f o r m o f  
i n f i n i t e  s e r i e s ;  t h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  may be t i m e ,  
o r  a t i m e - d e p e n d e n t  v a r i a b l e  s u c h  a s  t h e  p l a n e t ' s  
l o n g i t u d e .  T f i e s e  s e r i e s  a r e  a s s u m e d  t o  be  c o n v e r g e n t ,  
a nd  s o  c a n  b e  t r u n c a t e d  a f t e r  a s u f f i c i e n t  n u mb e r  o f  
t e r m s  t o  p r o d u c e  t h e  e c u  r a c y  r e q u i r e d .
I n t h e  c a s e  o f  c o m m e n s u r a b l e  me a n  m o t i o n s ,  t h e  
a s s u m p t i o n  o f  c o n v e r g e n c e  c a n n o t  be  m a i n t a i n e d -  T h i s  
i s  b e c a u s e  e a c h  t e r  m i n s u c h  a s e r i e s  i s  o f  t h e  g e n e r a l  
f o r m
k,
j n i- j ' n
w h e r e  k,  a nd  k^ a r e  c o n s t a n t s ,  w h e r e  n and n^ a r e  t h e  
me a n  m o t i o n s  o f  t h e  m i n o r  pI  a n e  t a n d  o f  J u p i t e r ,  a nd  
w h e r e  j a n d  j® a r e  a n y  i n t e g e r s .  ( T h e  c o n s t a n t  k , 
d e c r e a s e s  r a p i d l y  w i t h  i n c r e a s i n g  v a l u e s  o f  j a nd  
j ' . )  I f  t h e  mean m o t i o n s  a r e  i n  t h e  r a t i o  P / Q ,  w h e r e
P and Q a r e  i n t e g e r s ,  t h e n  c l e a r l y  s e t t i n g  j ™ Q a nd  
j ' =: -  P w i l l  make  t h e  e x p r e s s i o n  ( j  n + j® n  ^) v e r y
s m a l l -  So t h i s  t e r m ,  a n d  a n y  o t l ie r t e r m  w h e r e  j a nd  j ® 
a r e  m u l t i p l e s  o f  t h e s e ,  w i l l  be  v e r y  l a r g e .  T h i s  me a n s  
t h a t  t h e  s e r i e s  c a n n o t  be  a r b i t r a r i l y  t r u n c a t e d  a t  a n y  
p o i n t ,  ( S e e ,  f o r  e x a m p l e ,  B r o u w e r  a n d  Cl  e r ne ne e
( 1 961 ) . )
T h i s  m a t h e m a t i c a l  a r g u m e n t  c a n  be  t r a n s l a t e d  i n t o  
p h y s i c a l  t e r m s ,  l o o s e l y ,  a s  f o l l o w s .  I n t h e  c a s e  o f  an  
" o r d i n a r y " m i n o r  p l a n e t ,  t h e r e  i s  no  s i m p l e  r a t i o
b e t w e e n  i t s  mean m o t i o n  a n d  t h a t  o f  J u p i t e r ,  a nd
c o n s e q u e n t l y  no  s i m p l e  r a t i o  b e t w e e n  t h e i r  p e r i o d s .
T h i s  me a n s  t h a t ,  o v e r  a l o n g  p e r i o d  o f  t i m e ,  e v e r y
p o s s i b l e  c o n f i g u r a t i o n  o f  s u n ,  J u p i t e r  a nd  m i n o r  p l a n e t
i s  e q u a l l y  l i k e l y  t o  o c c u r ;  a n d  t h e  g r a v i t a t i o n a l  
e f f e c t  o f  J u p i t e r  i s  e q u a l l y  l i k e l y  t o  o p e r a t e  i n  a n y  ' j
d i r e c t i o n .  S o ,  o v e r  a l o n g  p e r i o d  o f  t i m e ,  t h e  |
T'#
p e r t u r b i n g  e f f e c t s  " c a n c e l  o u t " .
.I n  t h e  c a s e  o f  a m i n o r  p l a n e t  a t  a 7
c o m m e n s u r a b i l i t y ,  h o w e v e r ,  t h e  p e r i o d s  o f  t h e  p l a n e t  "-7
a n d  o f  J u p i t e r  a r e  i n  a r a t i o  Q / P ,  a nd  s o  a p e r i o d  o f  y|
t i m e  c o v e r i n g  P o r b i t s  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t  a l s o  c o v e r s  j
Q o r b i t s  Of  J u p i t e r .  T h i s  me a n s  t h a t  a n y  c o n f i g u r a t i o n  
o f  s u n ,  J u p i t e r  and m i n o r  p l a n e t  t h a t  o c c u r s  w i l l  r e c u r  -r
w i t h  t h i s  p e r i o d .  T h u s  t h e  s a me  l i m i t e d  s e t  o f  ' .■'/!Jc o n f i g u r a t i o n s  k e e p s  r e c u r r i n g ,  a n d  o t h e r
c o n f i g u r a t i o n s  n e v e r  o c c u r  a t  a l l ;  c o n s e q u e n t l y  t h e
A bg r a v i t a t i o n a l  e f f e c t s  o f  J u p i t e r  a c t  a l w a y s  i n  o n l y  a 
l i m i t e d  s e t  o f  w a y s ,  o v e r  a n y  l e n g t h  o f  t i m e .  -7i
I t  m i g h t  s e e m ,  t h e n ,  t h a t  t h e  c u m u l a t i v e  e f f e c t s
o f  J u p i t e r  o v e r  a p e r i o d  o f  t i m e  o n  s u c h  a m i n o r  p l a n e t  
s h o u l d  e v e n t u a l l y  c h a n g e  i t s  o r b i t ,  t o  t h e  e x t e n t  t h a t
i t  w o u l d  no  l o n g e r  be  a t  t h e  c o m m e n s u r a b i l i t y ;  t h i s  may i
. .  /  .1
i n d e e d  be  t h e  e x p l a n a t i o n  f o r  t h e  K i r k w o o d  G a p s .  ,
; -4%' 7 iH o w e v e r ,  t h i s  c e r t a i n l y  d o e s  n o t  a p p l y  i n  t h e  c a s e  o f  *
. :■t h e  " T r o j a n s " ,  w h i c h ,  a s  p o i n t e d  o u t  a b o v e ,  f o r m a
r : \ xc l u s t e r  a r o u n d  t h e  c o m m e n s u r a b i l i t y  1 / 1  . T h e s e  %-i
" '
e x h i b i t  o n l y  s m a l l  p e r t u r b a t i o n s  i n  t h e i r  o r b i t s ,
' ' 'V ' '
'■■■:-■ .
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c a u s i n g  t h e m  t o  " l i b r a t e "  a r o u n d  t h e  L a g r a n g i a n  p o i n t s ,  
a n d  c a n  be  s hown by c l a s s i c a l  m e c h a n i c s  t o  be  s t a b l e
•1 ■
( f o r  e x a m p l e ,  Roy  1 9 7 8 ) ,  No s i m p l e  t h e o r y  e x i s t s ,
K. h o w e v e r ,  t o  a n a l y s e  t h e  s t a b i l i t y  o f  o r b i t s  a t  o t h e r
c a l c u l a t e d  f o r  t h e  n e x t  s t e p  o f  t h e  i n t e g r a t i o n .  
N o r m a l l y ,  t h i s  t y p e  o f  i n t e g r a t i o n  i s  o f  l i m i t e d  
u s e f u l n e s s  i n  p l a n e t a r y  o r b i t  s . A s h o r t  t i m e - s t e p  mu s t
c o m m e n s u r a b i l i t i e s ,  a n d  n u m e r i c a l  m e t h o d s  h a v e  t o  b e  ^
u s e d  i n s t  e a d .
S i n c e  t h e  n o r m a l  m e t h o d  o f  e x p a n d i n g  a n d  
t r u n c a t i n g  t h e  v a r y i n g  o r b i t a l  p a r a m e t e r s  c a n n o t  be  
a p p l i e d ,  o t h e r  m e t h o d s  h a v e  b e e n  s o u g h t  a nd  a p p l i e d  t o  
v a r i o u s  d i f f e r e n t  c o m m e n s u r a b i l i t i e s .  The  m e t h o d  u s e d  
h e r e  i s  t h a t  d e s c r i b e d  by S c h u b a r t  ( 1 9  6 8 ) ,  d e r i v e d  f r o m  
t h e  w o r k  o f  Po i n c a r e ' "  ( 1 9 0 2 )  and S c h w a r z s c h i  I d  ( 1 9 0 3 ) ,
B a s i c a l l y ,  i t  a v o i d s  t h e  n e e d  f o r  a s e r i e s  d e v e l o p m e n t ,  
by a s i m p l e  p r o c e s s  o f  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n ,  i n  w h i c h  
t h e  o r b i t  i s  e s t a b l i s h e d  a t  o n e  p o i n t  i n  t i m e ,  a n d  t h e  
f o r c e s  on t h e  p l a n e t  c a l c u l a t e d ;  t h e s e  g i v e  r i s e  t o  
c h a n g e s  i n  t h e  o r b i t ,  w h i c h  a r e . a s s u m e d  t o  b e  c o n s t a n t
Cl:)
f o r  a f i x e d  t i m e - i n t e r va  I ,  From t h e s e  a new o r b i t  i s  -uII
. be  u s e d ,  i n  o r d e r  t h a t  t h e  c h a n g e s  i n  t h e  o r b i t  c a n
r e a s o n a b l y  be e x p e c t e d  t o  be  c o n s t a n t  t h r o u g h o u t  i t ;  % /:!
a nd  t h e  n u m e r i c a l  e r r o r s ,  w h i c h  a c c u m u l a t e  i n  a n y  
n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  p r o c e s s ,  i n c r e a s e  w i t h  t h e  t o t a l  
n u m b e r  o f  s t e p s  t a k e n ,  a n d  c o n s e q u e n t l y '  l i m i t  t h e  
n u mb e r  o f  s t e p s  w h i c h  c a n  be u s e d .  So t h e  p r o c e s s ,  a s  
d e s c r i b e d ,  c a n  o n l y  be  a p p l i e d  f o r  a l i m i t e d
, '« -'*v. V • " \ '^ • . j.A’i: •: " ' e. ' •. y  r  '  ^ -•'. .  ^ '  f  ,; ' , " ■ • ■  ' •■ 4 '« »'7 ' - ' ' "r  ^ . _ .'  ^ ;
'  ■ . . 8 
t i m e - p e r i o d .
■■A , The  d i s t i n c t i v e  f e a t u r e  o f  t h e  m e t h o d  u s e d  by
A S c h u b a r t  ( 1 9 6 8 )  i s  t o  l i m i t  t h e  i n t e g r a t i o n  t o  
;.'> v a r i a b l e s  w h i c h  a r e  o n l y  c h a n g i n g  s l o w l y .  T h i s  m e a n s
>’ t h a t  a l o n g  t i m e - s t e p  c a n  b e  u s e d  i n  t h e  i n t e g r a t i o n ,
A a nd  c o n s e q u e n t l y  t h a t  i t  c a n  be  c a r r i e d  o u t  o v e r  a much
? l o n g e r  t i m e - p e r i o d .  Th e  way i n  w h i c h  t h i s  i s  a c h i e v e d
I; i s  t o  s e p a r a t e  t h e  r a p i d l y - c h a n g i n g  v a r i a b l e ,  t h e
A I o  n g i t u d e o f  t h e  m i n o r  p l a n e t ,  a nd  t o  a v e  r a g e  o u t  t h e,.T-
s h o r t - p e r i o d  e f f e c t s  o v e r  an i n t e r v a l  e q u i v a l e n t  t o  t h e  
p e r i o d  o f  t h e  c o m m e n s u r a b i l i t y  -  i . e .  o v e r  Q o r b i t s  o f  
t h e  m i n o r  p l a n e t ,  o r  P o r b i t s  o f  J u p i t e r .  D u r i n g  t h i s  
i n t e r v a l ,  t h e  o t h e r  ( s l o w l y - c h a n g i n g )  o r b i t a l  
p a r a m e t e r s  a r e  k e p t  c o n s t a n t . The  g r a v i t a t i o n a l
f o r c e s ,  a nd  t h e i r  e f f e c t s  on  t h e s e  s l o w l y - c h a n g i n g
p a r a m e t e r s ,  a r e  c a l c u l a t e d  a t  a s e t  o f  e q u i d i s t a n t  
i n t e r v a l s  a r o u n d  t h i s  i n t e r v a l ;  t h e  a v e r a g e  o f  t h e s e  
e f f e c t s  i s  t h e n  a p p l i e d  t o  t h e s e  v a r i a b l e s ,  a s  o n e  s t e p  
i n t h e rna i n  i n t e g r a t i o n .
The  t h e o r y  u s e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  g r a v i t a t i o n a  I 
f o r c e s  i s  a - v e r s i o n  o f  t h e  " r e s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  
p r o b l e m "  f i r s t  d e f i n e d  by  P o i n c a r e .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t
' t h e  t w o  m a j o r  b o d i e s ,  J u p i t e r  and t h e  s u n ,  mo v e  i n  y A:
u n d i s t u r b e d  o r b i t s  a r o u n d  o n e  a n o t h e r .  T h e y  a r e  n o t  
y c o n f i n e d  t o  c i r c u l a r  o r b i t s ,  a s  i n  t h e  c l a s s i c a l
" r e s t r i c t e d  p r o b l e m " ;  t h e  e c c e n t r i c i t y  o f  J u p i t e r - i - s  
i n c l u d e d  b u t  i s  k e p t  c o n s t a n t . The  t h i r d  b o d y  -  t h e  
m i n o r  p l a n e t  - i s  r e g a r d e d  a s  b e i n g  o f  n e g ' l i g i b l e  m a s s .
9a nd  c o n s e q u e n t l y  i t  m o v e s  u n d e r  t h e  g r a v i t a t i o n a l  
a t t r a c t i o n  o f  t h e  o t h e r  t w o  b o d i e s  w i t h o u t  i n f l u e n c i n g  
t h e i r  m o t i o n .
S c h u b a r t  ( 1 9 6 8 )  d e v e l o p e d  t h e  e q u a t i o n s  f o r  h i s  
a v e r a g i n g  m e t h o d  i n  o r d e r  t o  a p p l y  i t  t o  m i n o r  p l a n e t s  
o f  t h e  " H i l d a  g r o u p "  -  t h o s e  a r o u n d  t h e  
c o m m e n s u r a b i l i t y  3 / 2 ,  T h e s e  p l a n e t s  a r e  c h a r a c t e r i s e d  
by  l a r g e  o r b i t a l  e c c e n t r i c i t i e s  a nd  s m a l l  
i n c l i n a t i o n s ,  S c h u b a r t  t h e r e f o r e  n e g l e c t e d  t h e  
i n c l i n a t i o n  a l t o g e t h e r  and t r e a t e d  t h e  p r o b l e m  a s  
e n t i r e l y  t w o - d i m e n s i o n a l .  The  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  •
wa s  c o n c e r n e d  w i t h  p l a n e t s  a r o u n d  t h e  9 / 5  
c o m m e n s u r a b i l i t y ,  w h i c h  h a v e  n o t a b l y  l a r g e  i n c l i n a t i o n s  
t o  t h e  e c l i p t i c .  For  t h i s  r e a s o n ,  S c h u b a r t  *s  m e t h o d  
wa s  e x t e n d e d  i n t o  t h r e e  d i m e n s i o n s ,  a nd  t h e  e q u a t i o n s  
w e r e  r e d e v e l o p e d  t o  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  i n c l i n a t i o n  
o f  t h e  m i n o r  p l a n e t  a n d  a l s o  t h e  i n c l i n a t i o n  o f  
J u p i t e r ,  w h i c h ,  l i k e  t h e  e c c e n t r i c i t y ,  was  a s s u m e d  t o  
be  c o n s t a n t .  T h e s e  e q u a t i o n s  p r o v e d  t o  be  h i g h l y  
c o m p l e x ,  b u t  r e d u c e d  t o  t h o s e  g i v e n  by  S c h u b a r t  ( 1 9 6 8 )  
wh e n  t h e  i n c l i n a t i o n s  w e r e  s e t  t o  z e r o .
The  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n s  w e r e  c a r r i e d  o u t  by  
c o m p u t e r .  The  p r o g r a m s  f o r  t h i s  w e r e  o r i g i n a l l y  
d e v e l o p e d  on t h e  I BM 3 6 0 / 4  4 c o mpu t e r  a t  t h e  St  A n d r e w s  
U n i v e r s i t y  C o m p u t i n g  L a b o r a t o r y .  As t h e  a c t u a l  
i n t e g r a t i o n s  w e r e  e x t r e m e l y  l e n g t h y ,  t h e  ma i n  
i n t e g r a t i o n  p r o g r a m  wa s  t r a n s f e r r e d  t o  t h e  I BM 3 7  0 / 1  6 5  .'^ *1
a t  C a m b r i d g e  U n i v e r s i t y ,  w h e r e  i t  was  r un  by  me a n s  o f  a
I
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t e l e p h o n e  l i n k  f r o  m S t  An d r e w s . The  r e s u l t a n t  d a t a  
w e r e  t r a n s m i t t e d  b a c k  t o  St  A n d r e w s ,  a l s o  by  t e l e p h o n e  
l i n k ,  a nd  w e r e  s t o r e d  m a g n e t i c a l l y  a t  t h e  St  A n d r e w s  
C o m p u t i n g  L a b o r a t o r y  f o r  f u r t h e r  p r o c e s s i n g .  
U n f o r t u n a t e l y  i t  f r e q u e n t l y  h a p p e n e d  t h a t  s ome  o f  t h e  
d a t a  w e r e  g a r b l e d  i n  t r a n s m i s s i o n ;  i t  a l s o  t o o k  s e v e r a l  
d a y s  t o  c o m p l e t e  o n e  i n t e g r a t i o n .  For  t h e s e  r e a s o n s ,  
t h e  p r o g r a m s  w e r e  s u b s e q u e n t l y  t r a n s f e r r e d  t o  t h e  
H o n e y w e l l  6 6 / 8 0  m a c h i n e  a t  A b e r d e e n  U n i v e r s i t y  C o m p u t e r  
C e n t r e ,  t h e  d a t a  b e i n g  s t o r e d  and* p r o c e s s e d  e n t i r e l y  i n  
A b e r d e e n .  The  r e s u l t a n t  L i s t i n g s  a nd  g r a p h s  w e r e  s e n t SB
t o  S t  A n d r e w s  by  ' b u s ;  i n  g e n e r a l ,  o n e  i n t e g r a t i o n
■ ,':Wc o u l d  be  c o m p l e t e d  i n  o n e  o r  t wo o v e r n i g h t  r u n s ,  a n d  . 1
a l l  t h e  r e s u l t s  w o u l d  b e  r e c e i v e d  a d a y  o r  s o  l a t e r .
T h u s ,  mo s t  o f  t h e  i n t e g r a t i o n s  d i s c u s s e d  h e r e  w e r e
p e r f o r m e d  i n  A b e r d e e n .  ,7ilLi
D u r i n g  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m s ,  
t h e  o r b i t  o f  ( 1 5 3 )  H i l d a  was  u s e d ,  t o  p e r m i t  a 
c o m p a r i s o n  w i t h  S c h u b a r t ' s  r e s u l t s .  I t  wa s  f o u n d  t h a t  
g o o d  a g r e e m e n t  was  a c h i e v e d ,  b o t h  w i t h  t h e  i n c l i n a t i o n s
' >nIs e t  t o  z e r o ,  a n d  a l s o  w i t h  t h e  t r u e  v a l u e s  o f  t h e
i n c l i n a t i o n s .  Th u s  S c h u b a r t  wa s  e n t i r e l y  j u s t i f i e d  i n  ^
n e g l e c t i n g  t h e  i n c l i n a t i o n s  i n  h i s  s t u d y .  On a p l a n e t  
s u c h  a s  ( 9 0 9 )  U l l a ,  h o w e v e r ,  w h i c h  h a s  an i n c l i n a t i o n  
o f  s o me  1 8  d e g r e e s ,  t h e  i n c l u s i o n  or  o m i s s i o n  o f  t h e  ,
. ii n c l i n a t i o n s  d i d  make  a c o n s i d e r a b l e  d i f f e r e n c e  t o  t h e  7
' ' #r e s u l t s .  I
- LvÜThe  r e s u l t s  o f  t h e  i n t e g r a t i o n s  w e r e  p l o t t e d  o u t
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t o  p e r m i t  a n i m m e d i a t e  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  b e h a v i o u r  
o f  t h e  v a r i o u s  o r b i t a l  p a r a m e t e r s  o v e r  t h e  l o n g  p e r i o d s  ,. L
o f  t i m e  c o v e r e d . T h e s e . g r a p h s  a p p e a r  i n  s e c t i o n  I I I  
a nd  a r e  d i s c u s s e d  i n  d e t a i l .  I n  g e n e r a l ,  i t  a p p e a r s  
t h a t  a l l  t h e  m i n o r  p l a n e t s  i n v e s t i g a t e d  h a v e  s t a b l e  
o r b i t s ;  t h e  p a r a m e t e r s  u n d e r g o  f l u c t u a t i o n s  o f  v a r i o u s  
p e r i o d s  b u t  o f  l i m i t e d  a m p l i t u d e s ,  o v e r  t h e  i n t e r v a l s  
o f  t i m e  c o n s i d e r e d  ( s e v e r a l  t h o u s a n d s  o f  y e a r s ) .
H o w e v e r ,  i t  i s  n o t  c e r t a i n  how c l o s e l y  t h e  
b e h a v i o u r  o f  t h e s e  n u m e r i c a l l y - i n t e g r a t e d  o r b i t s  
p a r a l l e l s  t h a t  o f  t h e  r e a l  o n e s .  Fo r  p l a n e t s  w h i c h  
c o u l d  p l a u s i b l y  be  a s s u m e d  t o  be  i n f l u e n c e d  by  e i t h e r  
o f  t w o  c o m m e n s u r a b i l i t i e s ,  c h a n g i n g  t h e  p a r a m e t e r s  o f  
t h e  i n t e g r a t i o n  f r o m o n e  c o m m e n s u r a b i l i t y  t o  t h e  o t h e r  
c a u s e s  c o n s i d e r a b l e  c h a n g e s  i n  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  
o r b i t . O t h e r  f a c t o r s ,  s u c h  a s  t h e  g r a v i t a t i o n a l  
i n f l u e n c e  o f  S a t u r n ,  h a v e  a l s o - b e e n  n e g l e c t e d .  T h e s e  
p r o b l e m s  a ne d i s c u s s e d  i n  s e o t i o n  I V ,  w h e r e  t h e
n u m e r i c a l l y - i n t e g r a t e d  o r b i t s  a r e  c o m p a r e d  w i t h  t h o s e  
d e t e r m i n e d  f r o m  o b s e r v a t i o n s .
S i n c e  t h e  c o m m e n c e m e n t  o f  t h i s  i n v e s t i g a t i o n ,
S c h u b a r t  h a s  a n n o u n c e d  t h a t  he a l s o  h a s  e x t e n d e d  h i s
o r i g i n a l  e q u a t i o n s  t o  t a k e  a c c o u n t  o f  t h e  i n c l i n a t i o n  
o f  t h e  o r b i t s  ( S c h u b a r t  1 9 7 8 ) ;  he  h a s  a p p l i e d  t h e m t o  
( 1 5 3 )  H i l d a ,  a n d  a l s o  t o  v a r i o u s  t h e o r e t i c a l  m o d e l  
o r b i t s ,  on t h e  b a s i s  o f  t h e  c i r c u l a r  r e s t r i c t e d
7'i
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J
1
1t h r e e - b o d  y p r o b l e m .  He d o e s  n o t  g i v e  t h e  a c t u a l  
e q u a t i o n s ;  i t  a p p e a r s  t h a t  t h e r e  a r e  s l i g h t  d i f f e r e n c e s  f j'I
■ -  ' ■ . ' . A
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1 2
a p p r o a c h  a nd  t h a t  g i v e n  h e r eb e t we e n H i sh 1 s
d e s c r i p t i o n  o f  t h e  r e s u l t i n t e g r a t i o n  o f  t h e
o r b i t  o f  ( 1 5 3 )  H i l d a s  i n c l u d i n g  t h e  i n c l i n a t i o n ^  a g r e e s
q u a l i t a t i v e l y  w i t h  t h e  r e s u l t s  f o u n d  h e r e
1 3
I I  ~ O b s e r v a t i o n s
T h e  p l a n e t s  i n v e s t i g a t e d  w e r e  a l l  i n  t h e  v i c i n i t y  
o f  t h e  9 / 5  c o m m e n s u r a b i l i t y ^  i . e .  n / n ^  = 1 . 8 0 .  T h i s
c o r r e s p o n d s  t o  a • s e m i - m a j o r  a x i s  o f  3 . 5 2  A . U . T h e  
f o l l o w i n g  p l a n e t s  w e r e  c o n s i d e r e d .
p l a n e t  a n / n
( 8 7 ) S y l v i a 3 . 4 8 1 1 . 8 2 6
( 1 0 7 ) C a m i I  l a 3 . 4  90 1 . 8 2 0 #
( 5 3 6 ) Me r  ap i 3 . 5 0 4 1 . 8 0 9
( 4 1 4 ) L i r i o p e 3 . 5 0 5 1 . 8 0 9
(1 3 2 8 ) Dev 0 1 a 3 . 5 0 7 1 . 8 0 6
(1 5 7 4 ) M e y e r 3 . 5 3 3 1 . 7 8 6
( 9 0 9 ) U l l a 3 . 5 5 1 1 . 7 7 3  . I
( 7 2 1  ) T a b o r  a 3 . 5 5 3 1 . 7 7 3 1
( 5 2 2  ) H e l g a 3 . 6 2 8 1 . 7 1 6 1
( 1 1 4 4 ) Oda 3 . 7 5 2 1 . 6 3 2
%
( 3 3 4  ) Chi  c a g o 3 . 8 8 5 1 . 5 4 9
.41
The  p l a n e t s  ( 5 2 2 )  H e l g a  a n d  ( 1 1 4  4 )  Oda w e r e  
r e j e c t e d  a s  b e i n g  t o o  f a r  f r o m  t h e  p o i n t  o f  
c o m m e n s u r a b i l i t y .  H o w e v e  r ,  t h e  p l a n e t  ( 3 3 4  ) C h i c a g o  
wa s  r e t a i n e d /  a s  i t  h a s  b e e n  i n v e s t i g a t e d  b y  s e v e r a l  
o t h e r  a u t h o r s ;  i t  i s  g e n e r a l l y  r e g a r d e d  as  b e i n g  on t h e  
f r i n g e  o f  t h a t  c one  en t  r  a t  i on o f  m i n o r  p l a n e t s  known a s  
t h e  H i l d a  g r o u p /  w h i c h  h a v e  n / n ^  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  t o  
3 / 2  a Of t h e  r e m a i n i n g  p l a n e t s /  f i v e  w e r e  s e l e c t e d  f o r
•';■‘'i •"'“?:•■ Vv/"-;:TT::T'''
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o b s e r v a t i o n s  ( 8 7 )  S y l v i a ,  ( 1 0 7 )  C a m i l l a ,  ( 4 1 4 )  L i r i o p e ,  
( 9 0 9 )  U l l a  a n d  ( 1 5 7 4 ) M e y e r .  T h e i r  o r b i t s  w e r e  t a k e n  
f r o m  t h e  " E p h e m e r i d e s  o f  Mi n o r  P l a n e t s " ,  a n d  a r e  g i v e n  
b e l o w .
( 8 7 )  S y l v i a
t s Oh 2 De c
M s 2 1 1 : 0 6 4
w IS 2 6 5 : 5 5 8
a =: 7 4 : 0 4 9
i 1 0 : 8 5 3
4^ 5 : 6 5 5
( e %: 0 . 0 9 9 )
a X 3 . 4 8 1 2
( 1 0  7)  C a m i l l a
t X Oh 15 J a n
M X 2 9 1 : 8 6 7
Ü0 = 3 0 3 : 5 7 1a = 1 7 4 : 6 6 4
i a 9 : 9 2 2
4^ . “ 4 : 0 1 1
( e 0 . 0 7 0 )
a = 3 . 4 8 9 5
( 3 3 4 )  Ch i c a g o
t X Oh 15  J a n
M X 5 9 : 0 1 4
w X 1 6 3 : 7 1 7n X 1 3 1 : 5 2 4i X 4 : 6 2 6
X 3 : 2 6 7
( e X 0 . 0 5 7 )
a = 3 . 8 8 5 4
( 4 1 4 )  L i r i o p e
t z: Oh 2 Dec
M X 1 1 9 : 2 1 3CO X  ' 3 1 3 : 7 4 6n X 1 1 1 : 8 9 0
i X 9 : 5 4 2
4» X 4 : 4 0 9
( e X 0 . 0 7 7 )
a X 3 . 5 0 7 2
'.m"W!
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( 9 0 9 )  U l l a
Oh 2 De c
M = 3 1 6 : 2 4 1
0) “ 2 3 2 : 1 0 2
0  - 1 4 7 : 1 9 7
i = 1 8 : 7 9 5
(|) = 5 : 3 4 5
r' ( e ~ 0 . 0 9 3 )
a = 3 . 5 5 1 3
( 1 5 7 4 ) M e y e r
t = Oh 15  J a n  1 9 4  7
M = 2 6 7 : 6 0 2
6J = 2 6 9 : 9 5 4a = 2 4 7 : 2 9 1 tg::
i = 1 4 : 4 4 6
4 2 : 6 9 2 :( e = 0 . 0 4 7 )
a 3 . 5 3 3 6 r
T h i s  s m a l l  g r o u p  o f  p l a n e t s  f o r m s  a s t r o n g
c o n t r a s t  w i t h  t h e  p l a n e t s  o f  t h e  H i l d a  g r o u p ,  w h i c h  - :.|
g e n e r a l l y  h a v e  l o w  o r b i t a l  i n c l i n a t i o n s  but  h i g h  * j
e c c e n t r i c i t i e s .  Of  t h e  t w e n t y  o r  s o  m e mb e r s  o f  t h a t
Vfig r o u p ,  o n l y  t w o  h a v e  i n c l i n a t i o n s  o f  o v e r  10 d e g r e e s ^  i
''4;^b u t  o n l y  t h r e e  o f  t h e m h a v e  e c c e n t r i c i t i e s  u n d e r  0 . 1 .
The  g ‘r o u p  o f . p l a n e t s  i n v e s t i g a t e d  h e r e ,  o n  t h e  o t h e r
h a n d ,  h a v e  g e n e r a l l y  l o w e c c e n t r i c i t i e s  ( r a n g i n g  r s
; J
b e t w e e n  0 . 0 5  a n d  0 , 1 )  a n d  h i g h  i n c l i n a t i o n s  ( r a n g i n g  <1
b e t w e e n  9 . 5  a n d  1 8 . 8  d e g r e e s ) .  T h e s e  d i f f e r e n c e s  h a v e  |
i n t e r e s t i n g  i m p l i c a t i o n s  f o r  t h e  t h e o r e t i c a l  s t u d y  o f
t h e  o r b i t s .
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Onc e  t h e  m i n o r  p l a n e t s  t o  be  o b s e r v e d  h a d  b e e n  
c h o s e n ,  t h e i r  o p p o s i t i o n  d a t e s  w e r e  o b t a i n e d  f r o m t h e  
c u r r e n t  " E p h e m e r i d e s  o f  Mi n o r  P l a n e t s " ,  Ea c h  p l a n e t  
wa s  o b s e r v e d  f o r - a  p e r i o d  o f  a b o u t  t e n  w e e k s  a r o u n d  
o p p o s i t i o n ,  p r o v i d e d  t h a t  t h i s  o c c u r r e d  d u r i n g  t h e  
o b s e r v i n g  s e a s o n  a t  S t .  A n d r e w s ,  wh i c h .  i s  f r o m  
m i d “ A u g u s t  t o  e a r l y  M a y . ( A s t r o n o m i c a l  t w i l i g h t  l a s t s  
a l l  n i g h t  f o r  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h e  y e a r . ) F u r t h e r m o r e ,  
o b s e r v a t i o n s  w e r e  o n l y  ma de  d u r i n g  t h e  " d a r k "  h a l f  o f  
e a c h  m o n t h ,  f r o m t h e  l a s t  q u a r t e r  o f  t h e  moon t o  t h e  
f i r s t  q u a r t e r .  D u r i n g  t h e  " b r i g h t "  h a l f  o f  t h e  m o n t h ,  
i t  wa s  l i k e l y  t h a t  t h e  m o o n l i g h t  w o u l d  swamp t h e  i m a g e  
o f  t h e  m i n o r  p l a n e t  on t h e  p h o t o g r a p h i c  p l a t e ,  s i n c e  
t h e  p l a n e t s  u s e d  w e r e  a l l  f a i r l y  f a i n t  -  a p p a r e n t  
m a g n i t u d e s  r a n g i n g  b e t w e e n  12 a nd  1 6 .  ( Th e  t e l e s c o p e  
wa s  u s e d  d u r i n g  t h e  " b r i g h t "  h a l f - m o n t h s  by  o t h e r  
r e s e a r c h e r s  u s i n g  p h o t o - e l e c t r i c  t e c h n i q u e s . )
O b s e r v a t i o n s  w e r e  made  d u r i n g  t h r e e  s u c c e s s i v e  s e a s o n s ,  
b e t w e e n  A u g u s t  1 9 7 1  a n d  May  1 9 7 4 .
B e f o r e  e a c h  f o r t n i g h t  o f  o b s e r v a t i o n s ,  a s e q u e n c e  
o f  p r e p a r a t i o n s  was m a d e . The  a p p r o x i m a t e  p o s i t i o n s  o f  
t h e  (II i n o r  p l a n e t ( s )  t o  be  o b s e r v e d  w e r e  o b t a i n e d  f r o m  
t h e  " E p h e m e r i d e s o f  M i n o r  P l a n e t s "  ( w h e r e  t h e y  a r e  
l i s t e d  a t  t e n - d a y  i n t e r v a l s )  a n d  p l o t t e d  on  t o  a 
s t a i — c h a r t :  p h o t o - c o p i e s  o f  t h e  a p p r o p r i a t e  p a g e s  o f  4
t h e  S m i t h s o n i a n  As t r o p h y s i c a l  O b s e r v a t o r y  ( SAG)  S t a r  
A t l a s  w e r e  u s e d  as c h a r t s .
i
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5 M I T H S 0 . M I  Ar j  A S T R O P f i Y  S I C A L  O B S E R V A T O R Y  
S T A R - C H A R T  ( p l a t e  4 5 )
Ü i cj g r a r.i 2
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( On e  s u c h  c h a r t  i s  r e p r o d u c e d  i n  d i a g r a m  2 r w i t h  a 
c i r c l e  a d d e d  t o  s h o w t h e  a r e a  c o v e r e d  by o n e  p l a t e  -  i n  
t h i s /  c a s e  p l a t e  no»  4-3 » ) A s e q u e n c e  o f  g u i d e - s t a r s  
wa s  t h e n  c h o s e n /  e a c h  l y i n g  a s  c l o s e  a s  p o s s i b l e  t o  t h e  
p a t h  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t .  A c i r c l e  o f  r a d i u s  0 . 7 5  
d e g r e e s  was d r a wn  a r o u n d  e a c h  g u i d e - s t a r /  a nd  t h e
s e q u e n c e  wa s  c h e c k e d  t o  e n s u r e  t h a t  t h e s e  c i r c l e s
t o u c h e d  o r  o v e r l a p p e d  a l l  a l o n g  t h e  r e l e v a n t  p o r t i o n  o f  
t h e  p l a n e t ’ s p a t h .  ( T h e  p l a t e s  u s e d  a c t u a l l y  h a v e  a 
f i e l d  o f  o v e r  1 , 5  d e g r e e s  r a d i u s /  b u t  i t  wa s  r e g a r d e d
a s  s a f e r  t o  k e e p  t h e  p l a n e t  n e a r  t o  t h e  c e n t r e  o f  t h e
p l a t e  -  p a r t l y  t o  make  t h e  m e a s u r i n g  mo r e  a c c u r a t e /  and  
p a r t l y  t o  g u a r d  a g a i n s t  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  t h e  p l a n e t ’ s 
t r u e  p o s i t i o n  b e i n g  s o m e w h a t  d i f f e r e n t  f r o m  t h a t  
t a b u l a t e d . )  Whe r e  p o s s i b l e /  t h e  g u i d e - s t a r  s w e r e  
c h o s e n  t o  h a v e  a p p a r e n t  m a g n i t u d e  b e t w e e n  6 a n d  8 . 5 .
The  g u i  d e - s t a r s  c h o s e n  on t h e  c h a r t  w e r e  
i d e n t i f i e d  by  n u mb e r  i n  t h e  SAG c a t a l o g u e /  a n d  l i s t e d /  
t o g e t h e r  w i t h  t h e i r  p o s i t i o n s  ( c o r r e c t e d  f o r  
p r e c e s s i o n )  a n d  t h e  d a t e s  d u r i n g  w h i c h  t h e  m i n o r  p l a n e t  
w o u l d  be  w i t h i n  0 . 7 5  d e g r e e s  o f  t h e m ,  A f i n d  i n  g - c h a r t  
was a l s o  p r e p a r e d  f o r  e a c h  g u i d e - s t a r .  At f i r s t  t h i s  
was d o n e  by h a n d /  s i m p l y  by c o p y i n g  a n d  e n l a r g i n g /  
f r e e - h a n d /  a s m a l l  a r e a  o f  t h e  r e l e v a n t  SAG S t a r  A t l a s  
p a g e .  L a t e r /  c h a r t s  w e r e  p r e p a r e d  by c o m p u t e r /  a s  
f o I  l o w s .
A l l  t h e  s t a r s  w h i c h  a p p e a r e d /  f r o m  i n s p e c t i o n  o f  
t h e .  S t a r  At  I  a s /  t o  be w i t h i n  1 . 5  d e g r e e s  o f  t h e
. . . .  ... s i
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s i n ( ^ ) c o s (  6g,) -  c o s  (S' )  s i n < 8c.) c o s  
s i n  ( 8 )  s i n  ( S o )  c o s (  8)  c o s ( 6 * ) c o s  (=/ -<»/ *)
w h e r e  ( « / / S ) a r e  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  s t a r /  («/a /  Sc,) 
t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  g u i d e - s t a r /  and K a c o n s t a n t  t o  
c o n v e r t  t h e  s t a n d a r d  c o o r d i n a t e s  f r o m r a d i a n s  t o  
m i l l i m e t r e s .  The  v a l u e  u s e d  f o r  K  wa s  2 5 7 2 . 2 /
c o r r e s p o n d i n g  t o  a c o n v e r s i o n  f a c t o r  o f  8 0 . 1 9 " / mm.  
( S e e  a p p e n d i x  1 , )
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g u i d e - s t a r  w e r e  l i s t e d .  T h e i r  SAG n u m b e r s /  p o s i t i o n s  
a n d  p r o p e r  m o t i o n s  w e r e  f e d  i n t o  t h e  c o m p u t e r /  t o g e t h e r  
w i t h  an u n n u m b e r e d  " s t a r "  w h i c h  r e p r e s e n t e d  t h e  
a p p r 0 X i in a t e  p o s i t i o n  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t  ( o b t a i n e d  by  
i n t e r p o l a t i o n  f r o m  t h e  " E p h e m e r i d e s  o f  Mi n o r  
P l a n e t s " ) .  A s i m p l e  c o m p u t e r  p r o g r a m  t h e n  c a l c u l a t e d  
t h e  s t a n d a r d  c o o r d i n a t e s  o f  e a c h  s t a r /  a c c o r d i n g  t o  t h e  
u s u a l  f o r m u l a e :
c o s  (6  ) s i n ( c < - ,
X = 1< --------------— _ _ _ _ _ _ ------------— -----------------------------------------------------    - r #
s i n ( 6 ) s i n C 5 c > )  c o s ( 6 ) c d s ( 8 o) cos ( ' : <- c . ( o)
i
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The  c o m p u t e r  t h e n  p l o t t e d  t h e s e  c o o r d i n a t e s  t o  
g i v e  a c h a r t  o f  a l l  t h e  s t a r s /  e a c h  s t a r  b e i n g  l a b e l l e d  
w i t h '  i t s  SAO n u m b e r /  a nd  a d i f f e r e n t  s y m b o l  b e i n g  u s e d  
t o  mark t h e  a p p r o x i m a t e  p o s i t i o n  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t .
( S e e  d i a g r a m  3 /  w h i c h  i s  t h e  f i n d i n g - c h  a r t f o r  p l a t e  
n o , 4 3 . )  The  f i r s t  u s e  o f  t h i s  c h a r t  was  as  a 
f i n d i n g - c h a r t /  t o  a s s i s t  i n  l o c a t i n g  a nd  i d e n t i f y i n g  y
t h e  c o r r e c t  g u i d e - s t a r  t h r o u g h  t h e  t e l e s c o p e  f i n d e r /  ‘ yj
wh e n  a p l a t e  was  a b o u t  t o  be  t a k e n .  L a t e r /  wh e n  t h e  
p l a t e  ha d  b e e n  t a k e n  a n d  d e v e l o p e d /  t h e  c h a r t  was  u s e d  
a g a i n  t o  h e l p  i n  i d e n t i f y i n g  a l l  t h e  known s t a r s  on i t  
( i . e .  t h o s e  i n  t h e  SAG c a t a l o g u e ) /  a n d  t o  i n d i c a t e  t h e  
a p p r o x i m a t e  p o s i t i o n  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t .  F i n a l l y /  t h e  
t a b l e  o f  s t a n d a r d  c o o r d i n a t e s /  g e n e r a t e d  by t h e  
c o m p u t e r /  was  u s e d  wh e n  t h e  p l a t e  was  t o  b e  m e a s u r e d .
T h e  n e x t  s t e p  was t o  d e c i d e  how ma ny  p l a t e s  w e r e  
t o  be t a k e n /  a n d  a t  w h a t  i n t e r v a l s .  On c e  p h o t o g r a p h e d /  
t h e  m i n o r  p l a n e t  c o u l d  o n l y  be  i d e n t i f i e d  by  t h e  f a c t  
t h a t  i t s  p o s i t i o n  c h a n g e d  o v e r  a p e r i o d  o f  t i m e ;  
t h e r e f o r e  a t  l e a s t  t wo  p l a t e s  w e r e  n e e d e d /  t o  be  
c o m p a r e d .  A b l i n k  c o m p a r a t o r  m i c r o s c o p e  wa s  u s e d  f o r  
t h i s /  a nd  i t  wa s  f o u n d  t h a t  t h e  s m a l l e s t  d e t e c t a b l e  
p o s i t i o n  c h a n g e  o c c u r r e d  o v e r  an h o u r  o r  s o /  a nd  t h a t  
t h e  l a r g e s t  m o v e m e n t  e a s i l y  r e c o g n i s e d  c o r r e s p o n d e d  t o  
a b o u t  t wo  d a y s .  ( T h e  f i r s t  c o n d i t i o n  i s  s e t  by t h e  
s i z e  o f  t h e  i m a g e  on t h e  p l a t e s  i f  t h e  a p p a r e n t  / |
m o v e m e n t  i s  l e s s  t h a n  t h e  d i a m e t e r  o f  t h e  i m a g e  i t  i s  
n o t  e a s y  t o  s e e .  The  s e c o n d  c o n d i t i o n  i s  s e t  by t h e
' : .. ' ' ;
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s i z e  o f  f i e l d  o f  t h e  e y e - p i  ec e o f  t h e  b l i n k  c o m p a r a t o r s  
i f  t h e  t wo  i m a g e s  c a n n o t  be  b r o u g h t  i n t o  t h e  s a me  f i e l d  
o f  v i e w /  a g a i n  t h e  mo v e me n t  i s  n o t  e a s y  t o  s e e . )
I t  wa s  p l a n n e d  t h e r e f o r e  t o  t a k e  t wo  p l a t e s  o f  
e a c h  m i n o r  p l a n e t  on  t h e  f i r s t  n i g h t  o f  t h e  f o r t n i g h t /  
s e p a r a t e d  by an h o u r  o r  s o /  a nd  t h e n  t o  t a k e  s u b s e q u e n t
p l a t e s  a t  t w o - d a y  i n t e r v a l s  f o r  a s  l o n g  a s  t h e  s ame
g u i d e “ S t a r  c o u l d  b e  u s e d .  When t h e  m i n o r  p l a n e t  mo v e d  
t o o  f a r  f r o m  t h a t  g u i d e - s t a r  and i t  wa s  n e c e s s a r y  t o  
t r a n s f e r  t o  t h e  n e x t  i n  t h e  s e q u e n c e /  t wo  p l a t e s  w o u l d  
b e  t a k e n  on t h e  s a me  n i g h t  i n  r a p i d  s u c c e s s i o n /  o n e  on  
e a c h  g u i d e - s t a r .  The  m i n o r  p l a n e t  c o u l d  b e  f o u n d  on
t h e  f i r s t  p l a t e  ( o n  t h e  o l d  g u i d e - s t a r )  by  c o m p a r i s o n
w i t h  t h e  p r e v i o u s  p l a t e  i n  t h e  s e q u e n c e . Th e  p o s i t i o n
o f  t h e  m i n o r  p l a n e t  on t h e  s e c o n d  p l a t e  ( o n  t h e  ne w  
g u i d e - s t a r ) /  c o u l d  t h e n  be  f o u n d  by  o v e r l a p p i n g  t h e  
p l a t e s  s o  t h a t  t h e i r  common a r e a s  w e r e  s u p e r p o s e d .  
T h e r e a f t e r  p l a t e s  w o u l d  be  t a k e n  on t h e  ne w g u i d e - s t a r  
a t  t w o - d a y  i n t e r v a l s /  a n d  t h e  w h o l e  p r o c e s s  w o u l d  be  
r e p e a t e d  a s  o f t e n  a s  n e c e s s a r y  u n t i l  t h e  e nd  o f  t h e
f o r t n i g h t .
I n  p r a c t i c e /  o f  c o u r s e /  t h e  p l a n  c o u l d  n o t  be  
f o l l o w e d  c l o s e l y .  The  m a i n  c a u s e  o f  d i s r u p t i o n  was t h e  
w e a t h . e r /  w h i c h  o f t e n  p r e v e n t e d  p l a t e s  b e i n g  t a k e n  a t  
t w o - d a y  i n t e r v a l s ;  i t  was  t h e n  n e c e s s a r y  t o  t a k e  t wo
p l a t e s  on t h e  n e x t  c l e a r  n i g h t /  t o  s t a r t  t h e  s e q u e n c e  
a g a i n .  I t  a l s o  h a p p e n e d  o c c a s i o n a l l y  t h a t  a p l a t e  wa s  
a c c i d e n t a l l y  t a k e n  o n  t h e  w r o n g  g u i d e - s t a r /  t h u s
#I
f
i
I
AT#
M23
s p o i l i n g  t h e  s e q u e n c e .  I f  i t  was  n o t  t o o  f a r  f r o m t h e  
r i g h t  g u i d e - s t a r ,  i t  wa s  s o me t i mes  s t i l l  p o s s i b l e  t o  
c o m p a r e  t h e m ' on t h e  b l i n k  c o m p a r a t o r .  Bu t  i n  o t h e r  
c a s e s  a n o t h e r  p l a t e  ha d  t o be  t a k e n  o n  t h e  e r r o n e o u s  
g u i d e - s t a r  s o m e . d a y s  o r  w e e k s  l a t e r ,  i n  o r d e r  t o  l o c a t e  
t h e  m i n o r  p l a n e t  on t h e  f i r s t  p l a t e  ( b y  i t s  a p p a r e n t  
a p p e a r a n c e  a nd  d i s a p p e a r a n c e  i n  t h e  b l i n k  c o m p a r a t o r ,  
i n s t e a d  o f  by  i t s  a p p a r e n t  m o v e m e n t . )  In a f e w c a s e s ,  
t h e  m i n o r  p l a n e t  wa s  l o c a t e d  on an i s o l a t e d  p l a t e  by  • »?
t h e  l a b o r i o u s  p r o c e s s  o f  c o m p a r i n g  t h e  p l a t e  w i t h  t h e  -'yj
c o r r e s p o n d i n g  a r e a  o f  t h e  s k y  i n  t h e  p h o t o g r a p h i c  
p r i n t s  o f  t h e  P a l o m a r  Sky S u r v e y .  T a b l e  1 s h o w s  a l l  
t h e  p l a t e s  t h a t  p r o v e d  u s a b l e ,  f o r  e a c h  o f  t h e  m i n o r  
p l a n e t s  o b s e r v e d ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  SAG n u m b e r s  a nd  
c o o r d i n a t e s  o f  t h e i r  g u i d e - s t a r s .
A l l  b u t  t wo  o f  t h e  p l a t e s  u s e d  w e r e  6 - i n c h  
d i a m e t e r  c i r c u l a r  p l a t e s  c o a t e d  w i t h  I l f o r d  SRO 
e m u l s i o n .  E x p o s u r e  t i m e s  w e r e  g e n e r a l l y  3 0  m i n u t e s  
d u r i n g  t h e  f i r s t  w i n t e r ,  b u t  i t  was f o u n d  t h a t  s h o r t e r  
e x p o s u r e s  g a v e  a c l e a r e r ,  r o u n d e r  i m a g e  f o r  t h e  m i n o r  
p l a n e t  w i t h o u t  m a t e r i a l l y  a f f e c t i n g  t h e  q u a l i t y  o f  t h e  
i m a g e s  o f  t h e  s t a r s  t h a t  w e r e  t o  be  m e a s u r e d  a s  
r e f e r e n c e  s t a r s ;  by  t h e  t h i r d  w i n t e r ,  e x p o s u r e  t i m e s  
h a d  g e n e r a l l y  b e e n  r e d u c e d  t o  1 0 - 1 5  m i n u t e s .  In a f e w
c a s e s ,  t h e  s k y  c l o u d e d  o v e r  b e f o r e  an e x p o s u r e  was  
c o m p l e t e .  When t h i s  h a p p e n e d ,  t h e  s h u t t e r  o v e r  t h e
p l a t e  wa s  c l o s e d ,  b u t  t h e  t e l e s c o p e  was a l l o w e d  t o
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c o n t i n u e  d r i v i n g  f o r  s o me  t i m e .  I f  t h e  w e a t h e r  r e m a i n e d  J
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■ ■-:1b a d ,  t h e  e x p o s u r e  was  e v e n t u a l l y  a b a n d o n e d  and t h e  - .. '-%
p l a t e  d e v e l o p e d  a n y w a y .  But  i f  t h e  s ky  c l e a r e d  t h e  •
q u i  d e - S t  a r was  c e n t r e d  i n  t h e  f i e l d  and t h e  s h u t t e r  was  :
,
r e - O p e n e d ,  u n t i l  t h e  t o t a l  e x p o s u r e  t i m e  was  v.f
%c o m p l e t e d .  On s u c h  a p l a t e ,  t h e  s t a r  i m a g e s  a p p e a r e d  Lp;
n o r m a l ,  b u t  t h e  i ma g e  o f  t h e  mi n o r  p l a n e t  was  '
a b n o r m a l l y  l e n g t h e n e d ,  a nd s o m e t i m e s  a c t u a l l y  s e p a r a b l e
The p l a t e s  t a k e n  on a g i v e n  n i g h t  w e r e  g e n e r a l l y
c i r c l e  o f  r e d  i nk  was  dr a wn a r o u n d  t h e  a p p r o x i m a t e
- I f
'i n t o  t wo  p a r t s ,  o w i n g  t o  t h e  p l a n e t  h a v i n g  move d w h i l e
t h e  s h u t t e r  was  c l o s e d .  Where  t wo  i m a g e s  we r e  v i s i b l e ,  '
#%T-
as  t wo i n d e p e n d e n t  o b s e r v a t i o n s .  A s i n g l e  e l o n g a t e d  -'4
t h e y  w e r e  s u b s e q u e n t l y  m e a s u r e d  s e p a r a t e l y  and t r e a t e d
i ma g e  was  m e a s u r e d  by c e n t r i n g  i t  a s  a c c u r a t e l y  a s
p o s s i b l e  i n  t h e  m e a s u r i n g  m a c h i n e  and t a k i n g  t h e  t i m e  A-
o f  t h e  o b s e r v a t i o n  as  t h e  w e i g h t e d  mean o f  t h e  t i m e s  o f
' 't h e  s e p a r a t e  e x p o s u r e s . ■fld e v e l o p e d  t h e  f o l l o w i n g  d a y ,  and e x a m i n e d  w i t h i n  a d a y
■^ 1or  t w o .  Each p l a t e  was  p l a c e d  on t o p  o f  t h e  ‘ b
■Àc o m p u t e r  " dr a wn  c h a r t  d e s c r i b e d  a b o v e ,  and moved u n t i l  r
t h e  i m a g e s  o f  t h e  b r i g h t e s t  s t a r s  c o i n c i d e d  w i t h  t h e  
p o s i t i o n s  o f  t h e  c a t a l o g u e d  s t a r s  p l o t t e d  on t h e
c h a r t .  Each s t a  r - i  mage  c o r r e s p o n d i n g  t o  a c a t a l o g u e d
s t a r  was  t h e n  ma r ke d  w i t h  a s p o t  o f  g r e e n  i n k  on t h e J
g l a s s  s i d e  o f  t h e  p l a t e ,  t h e  g u i d e - s t a r  i n  t h e  c e n t r e
b e i n g  d i s t i n g u i s h e d  by h a v i n g  t wo  g r e e n  s p o t s .  A
p o s i t i o n  o f  t h e  mi n o r  p l a n e t ,  t o  l i m i t  t h e  a r e a  o f  t h e  ' '  4^ 3ip l a t e  t h a t  was  t o  be  s e a r c h e d  on t h e  b l i n k  c o m p a r a t o r .  “'4
.; " -/ ':j- "v/, :4:y -v '/:V v T
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The  b l i n k  c o m p a r a t o r  m i c r o s c o p e  i s  a s t a n d a r d
m o d e l  p r o d u c e d  by  Gr u bb  P a r s o n s  L t d .  o f  
N e w c a s t l e  - l i p o n - T y n e .  Th e  t w o  p l a t e - h o l d e r s  a r e  s e t  on  
a h e a v y  h o r i z o n t a l ,  c a r r i a g e ,  w h i c h  c a n  be  mo v e d  i n  t wo  
d i m e n s i o n s  by  c o n t r o l  k n o b s ,  t h e  x -  a n d  y - p o s i  t  i on o f  
t h e  c a r r i a g e  b e i n g  r e g i s t e r e d  on m i l l i m e t r e  s c a l e s .  
One  p i  a t e - h o l d e r  c a n  b e  mo v e d  r e l a t i v e  t o  t h e  o t h e r  by  
s m a l l  d i s t a n c e s  i n x a n d  y ,  a n d  by a c o n s i d e r a b l e  a n g l e  
i n  o r i e n t a t i o n .  T h e  f o r m e r  a d j u s t m e n t  was o c c a s i o n a l l y  
u s e f u l  whe n  t h e  t wo  p l a t e s  t o  be  c o m p a r e d  w e r e  t a k e n  on  
d i f f e r e n t ,  b u t  c l o s e ,  g u i d e - s t a r s »  The  l a t t e r  
a d j u s t m e n t  was  a l w a y s  v e r y  u s e f u l  w i t h  t h e  c i r c u l a r  
p l a t e s :  a 1 1 h o u g h  e a c h  p l a t e  s h o w s  d i s t i n c t  ma r k s  a t  i t s  
o u t e r  e d g e  f r o m  t h e  f l a n g e S  o f  t h e  t e l e s c o p e  
p l a t e - h o l d e r ,  t h e s e  a r e  o n l y  a r o u g h  g u i d e  t o  o r i e n t i n g  
i t  c o r r e c t l y  i n  a n y  m e a s u r i n g - m a c h i n e ,
A s m a l l  a r e a  o f  e a c h  p l a t e ,  d e p e n d i n g  on t h e  
p o s i t i o n  o f  t h e  c a r r i a g e ,  i s  i l l u m i n a t e d ,  by a s e p a r a t e  
l a m p  f o r  e a c h  p l a t e .  The  i m a g e s  o f  b o t h  p l a t e s  a r e  
b r o u g h t  t o g e t h e r  t o  a b i n o c u l a r  e y e - p i e c e  a t  t h e  f r o n t  
o f  t h e  m a c h i n e .  The  a s s o c i a t e d  e l e c t r o n i c  c o n t r o l s  
e n a b l e  e a c h  l a mp  t o  b e  s w i t c h e d  on  o r  o f f  m a n u a l l y ,  o r  
b o t h  l a mp s  t o  be " b l i n k e d "  -  i . e .  s w i t c h e d  on a n d  o f f  
a l t e r n a t e l y  a u t o m a t i c a l l y .  The r a t e  o f  " b l i n k i n g "  c a n
be  v a r i e d  t o  s u i t  t h e  o p e r a t o r .
I n  p r a c t i c e ,  b o t h  l a m p s  w e r e  s w i t c h e d  o n  m a n u a l l y  
w h i l e  t h e  p l a t e s  w e r e  s e t  up a nd  a d j u s t e d .  The  m o v a b l e
p l a t e - h o l d e r  wa s  a d j u s t e d  i n  x a nd  y t o  ma k e  t h e  t w o .
i
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i m a g e s  o f  t h e  c e n t r e  ( g u i  d e - ) s t a r  c o i n c i d e ;  t h e
c a r r i a g e  was  t h e n  mo v e d  t o  b r i n y  an a r e a  n e a r  t h e  e d g e  
o f  t h e  p l a t e s  u n d e r  e x a m i n a t i o n ,  a n d  t h e  m o v a b l e
p l a t e - h o l d e r  wa s  a d j u s t e d  i n  o r i e n t a t i o n  u n t i l  t h e  
i m a g e s  o f  t h e  s t a r s  i n  t h a t  a r e a  c o i n c i d e d .  As t h e  
g u i d e - s t a r  wa s  n o t  n e c e s s a r i l y  a t  t h e  e x a c t  c e n t r e  o f
t h e  p l a t e ,  t h i s  ad j u s  t me n t  i n  o r i e n t a t i o n  g e n e r a l l y
c a u s e d  a s l i g h t  d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  i m a g e s  o f  t h e  
g u i d e - s t a r ,  s o  t h e  t wo  p r o c e s s e s  ha d  t o  b e  r e p e a t e d  
o n c e  o r  t w i c e ,  u n t i l  t h e  s t a r - i m a g e s  c o i n c i d e d  i n  a l l  
p a r t s  o f  t h e  p l a t e .  Th e n  t h e  l a m p s  w e r e  s e t  t o  " b l i n k "  
a t  a c o m f o r t a b l e  r a t e ,  a n d  t h e  a r e a  c i r c l e d  i n  r e d  i n k  
wa s  e x a m i n e d .  U s u a l l y  i t  t o o k  o n l y  a f e w  m i n u t e s  t o  
p i c k  o u t  t h e  i m a g e  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t  by  i t s  a p p a r e n t  
mo v e m e n t  t o  a nd  f r o .  The  i n k  c i r c l e  wa s  t h e n  w i p e d  o f f  
e a c h  p l a t e  a n d  r e p l a c e d  by  a s p o t  o f  r e d  i n k  m a r k i n g  
t h e  e x a c t  p o s i t i o n  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t . The  p l a t e s  
w e r e  t h e n  r e a d y  t o  be  m e a s u r e d .
A l l  t h e  p l a t e s  w e r e  e x a m i n e d  a nd  " b l i n k e d "  a s  s o o n  
a s  p o s s i b l e ,  s o  t h a t ,  i f  a n y  o n e  p r o v e d  u n u s a b l e ,
a n o t h e r  p l a t e  c o u l d  be  t a k e n  s t r a i g h t  a w a y .  The  
m e a s u r i n g ,  h o w e v e r ,  wa s  a muc h l o n g e r  p r o c e s s ,  a nd  wa s  
g e n e r a l l y  c a r r i e d  o u t  s ome  m o n t h s  l a t e r  -  c h i e f l y  
d u r i n g  t h e  s umme r  m o n t h s ,  wh e n  no o b s e r v i n g  was  b e i n g  
d o n e .
i
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The  p l a t . e s  w e r e  m e a s u r e d  on a t w o -  c o o r d i n a t e  A#
m e a s u r i n g - m a c h i n e  made b y  C a r l  Z e i s s  o f  J e n a .  (A AdJ
p h o t o g r a p h  o f  an i d e n t i c a l  m a c h i n e  a p p e a r s  i n  R o t h  -
: i1 9 6  2 .  ) A h e a v y  m e t a l  t a b l e ,  s u p p o r t e d  on a c o n c r e t e - nf l o o r ,  c a r r i e s  an o p t i c a l l y  f l a t  g l a s s  s u r f a c e ,  on  
w h i c h  t h e  p l a t e - h o l d e r  m o v e s  f r e e l y  i n  a n y  d i r e c t i o n .
A l amp i l l u m i n a t e s  a s m a l l  p o r t i o n  o f  t h e  p l a t e ,  i t s
i m a g e  b e i n g  b r o u g h t  by  an o p t i c a l  s y s t e m  t o  an e y e p i e c e  
a t  t h e  f r o n t  o f  t h e  m a c h i n e .  The  s y s t e m  i n c l u d e s  a 
g r a t i c u l e  ( s e e  d i a g r a m  4 ) ,  a nd  t h e  p l a t e  i s  mo v e d  t o  
b r i n g  t h e  i m a g e  o f  t h e  s t a r  t o  b e  m e a s u r e d  t o  t h e  
c e n t r e  o f  t h e  g r a t i c u l e .  S m a l l  s c r e w s  a r e  a t t a c h e d  t o  
t h e  l a r g e  kn o b  w h i c h  m o v e s  t h e  p l a t e - h o l d e r ,  p e r m i t t i n g  
f i n e  a d j u s t m e n t s  t o  be  ma de  t o  t h e  p o s i t i o n  b o t h  i n  x 
a n d  i n  y .
T h i s  d e s i g n  o f  g r a t i c u l e  g i v e s  e x c e l l e n t  a c c u r a c y  ;
f o r  m e a s u r i n g  a l l  e x c e p t  t h e  v e r y  s m a l l e s t  i m a g e s ,  
w h i c h  l i e  e n t i r e l y  w i t h i n  t h e  c e n t r e  s q u a r e ,  a nd  t h e
v e r y  l a r g e s t ,  w h i c h c o v e r  an a r e a  l a r g e r  t h a n  t h e  
l a r g e s t  s q u a r e .  One  s e r i e s  o f  f i v e  p l a t e s  wa s  t a k e n  on  
t h e  g u i d e - s t a r  SAG 0 9 7  22 4 ,  o f  a b o u t  5 t h  m a g n i t u d e ,  
w h i c h  g a v e  an i m a g e  t o o  l a r g e  f o r  a c c u r a t e
m e a s u r e m e n t .  I t s  p o s i t i o n  wa s  n e v e r t h e l e s s  m e a s u r e d  a s  
c l o s e l y  a s  p o s s i b l e ,  m a i n l y  by  a l i g n i n g  t h e  d i f f r a c t i o n
s p i k e s  o n  t h e  i m a g e  b e t w e e n  t h e  o u t e r m o s t  l i n e s  o f  t h e
g r a t i c u l e .  T h i s  p o s i t i o n  was  t a k e n  a s  t h e  f i r s t
e s t i m,a t e  o f  t h e  c e n t r e  o f  t h e  p l a t e ;  b u t  t h e  s t a r
i t s e l f  wa s  n o t  u s e d  i n  t h e  s u b s e q u e n t  r e d u c t i o n  .ij. . .... d
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; p r o c e s s .  On ci ny o t h e r  p l a t e s  w h e r e  a s t a r  g a v e  an
excessively large image, it was ignored.
A l e v e r  on t h e  f r o n t  o f  t h e  m a c h i n e ,  c o n n e c t e d  t o  
: t h e  o p t i c a l  s y s t e m ,  p e r m i t s  t h e  f i e l d  o f  v i e w  i n  t h e
e y e " p i e c e  t o  b e  r o t a t e d  b y  90  o r  1 8 0  d e g r e e s . T h i s
h e l p s  t o  e l i m i n a t e  a n y  p e r s o n a l  b i a s  i n  c e n t r i n g  t h e  
i m a g e  i n  t h e  g r a t i c u l e .  A n o t h e r  c o n t r o l  a l l o w s  t h e
i n t e n s i t y  o f  i l l u m i n a t i o n  t o  b e  c h a n g e d ;  a p l a t e  t a k e n  4
on a s l i g h t l y  c l o u d y  n i g h t  t e n d s  t o  h a v e  a s o m e w h a t  
d a r k e n e d  b a c k g r o u n d ,  r e q u i r i n g  g r e a t e r  i l l u m i n a t i o n  t o  
d i s t i n g u i s h  t h e  e d g e s  o f  t h e  s t a r - i m a g e s .  -q
On c e  t h e  i m a g e  h a s  b e e n  c e n t r e d  i n  t h e  g r a t i c u l e ,  ' 'Vi
t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  p l a t e  i s  r e a d  f r o m t w o  g r a d u a t e d
s c a l e s ,  i n  x a n d  y . The  i m a g e s  o f  t h e s e  s c a l e s  a r e  V
' ]b r o u g h t  t o  t h e  s a me  b i n o c u l a r  e y e - p i e c e ;  a s w i t c h  |
a l l o w s  t h e  o p e r a t o r  t o  s e l e c t  e i t h e r  t h e  p l a t e  or  t h e
/:1s c a l e s .  The  s c a l e s  a r e  d i s p l a y e d  i n  s u c h  a way a s  t o  
f a c i l i t a t e  v e r y  a c c u r a t e  r e a d i n g s  ( s e e  d i a g r a m  5 ) :
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The  f i e l d  i s  s p l i t s  t o  s h o w t h e  x-”s c a l e  on t h e  
l e f t  a nd  t h e  y - s  c a I e  on  t h e  r i g h t s  a g a i n s t  a p a l e  g r e e n  
b a c k g r o u n d  t o  m i n i m i s e  e y e - s  t r a i n .  On e a c h  s i d e /  a s  
t h e  p l a t e  i s  m o v e d /  t h e  i m a g e  o f  a s c a l e  m a r k e d  i n  
m i l l i m e t r e s  m o v e s  v e r t i c a l l y  o v e r  a f i x e d  s c a l e  m a r k e d  
f r o m . z e r o  t o  t e n ,  t h e  t o t a l  l e n g t h  o f  t h e  f i x e d  s c a l e  
b e i n g  e q u a l  t o  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  m i l l i m e t r e  
m a r k s .  T h e  m i l l i m e t r e  ma r k  v i s i b l e /  a n d  i t s  p o s i t i o n  
o n  t h e  f i x e d  s c a l e /  g i v e  t h e  p o s i t i o n  t o  o n e  d e c i m a l  
p l a c e  o f  m i l l i f i i e t r e s .
F u r t h e r  a c c u r a c y  i s  o b t a i n e d  by  t h e  u s e  o f  a 
v e r n i e r - l i k e  d e v i c e /  a p a i r  o f  s p i r a l  pI  a t e s /  w h o s e  
i m a g e s  a r e  s u p e r i m p o s e d  o n e  o n  e a c h  s i d e  o f  t h e  f i e l d .  
E a c h  c a r r i e s  a c i r c u l a r  s c a l e /  d i v i d e d  i n t o  1 0 0 /  a p a r t  
o f  w h i c h  i s  s e e n  a t  t h e  t o p  o f  t h e  f i e l d .  T h i s  i s  
s u r r o u n d e d  by  a d o u b l e  l i n e  w h i c h  d e s c r i b e s  a s p i r a l  
t e n  t i m e s  a r o u n d  t h e  c e n t r e /  w i t h  a c o n s t a n t  s p a c i n g  
e q u a l  t o  o n e  d i v i s i o n  on  t h e  f i x e d  v e r t i c a l  s c a l e /  i . e .  
e q u i v a l e n t  t o  0 . 1  m i l l i m e t r e s .  E a c h  o f  t h e s e  p i  a t  e s  i s  
r o t a t e d  m a n u a l l y  by  t h e  o p e r a t o r ;  wh e n  t h e  v i s i b l e  
s e g m e n t s  o f  t h e  d o u b l e  l i n e s  e x a c t l y  b r a c k e t  t h e  ma r k s  
o n  t h e  v e r t i c a l  s c a l e /  t h e n  t h e  c i r c u l a r  s c a l e  r e a d s  
z e r o  a g a i n s t  a f i x e d  m a r k e r .  When t h e  s p i r a l  p l a t e  i s  
r o t a t e d  s o  t h a t  a s e g m e n t  o f  t h e  d o u b l e  l i n e s  b r a c k e t s  
t h e  m i l l i m e t r e  mark on t h e  m o v i n g  s c a l e /  t h e n  t h e  
c i r c u l a r  s c a l e  s h o w s  how f a r  i t  i s  d i s p l a c e d  f r o m  t h e  
f i x e d  m a r k s  On t h e  v e r t i c a l  s c a l e /  t h u s  g i v i n g  a 
f u r t h e r  t wo  p l a c e s  o f  d e c i m a l s .  By v i s u a l
. ' •;*'- > • ■•.’, ' *v ' ■ “.y/' ^ ■ ,.A r- " "v •, = • .'
32
i n t e r p o l a t i o n  b e t w e e n  t h e  d i v i s i o n s  on,  t h e  c i r c u l a r  
s c a l e /  a f u r t h e r  d e c i m a l  p l a c e  c a n  be  e s t i m a t e d /  t h u s  
g i v i n g  a r e a d i n g  a c c u r a t e  t o  0 . 0 0 0 1  m i l l i m e t r e  
p r o b a b l y  mo r e  a c c u r a t e  t h a n  t h e  a c t u a l  c e n t r i n g  o f  t h e  
s t a r  i m a g e  i n  t h e  g r a t i c u l e .  ( T h e  d i a g r a m  s h o w s  a 
p o s i t i o n  w h i c h  w o u l d  be  r e a d  a s
X = 5 0 9 . 5 7 5 3 /  y = 2 2 0 . 8 5 3 2 . )
The  p r o c e d u r e  a d o p t e d  f o r  m e a s u r i n g  a p l a t e  was  t o  
wo r k  a c r o s s  i t  f r o m  one  s i d e  t o  t h e  o t h e r /  m e a s u r i n g  
e a c h  r e f e r e n c e  s t a r /  a n d  t h e  m i n o r  p l a n e t /  i n  t u r n .  
The  l i s t  o f  s t a n d a r d  c o o r d i n a t e s /  g e n e r a t e d  e a r l i e r  by  
t h e  c o m p u t e r /  was k e p t  a t  h a n d ;  s i n c e  t h e  a p p r o x i m a t e  
p o s i t i o n  o f  t h e  c e n t r e  o f  t h e  p l a t e  was  k n o wn  w i t h  
r e s p e c t  t o  t h e  i n s t r u m e n t  s c a l e s /  a l i t t l e  m e n t a l  
a r i t h m e t i c ,  g a v e  . t h e  a p p r o x i m a t e  p o s i t i o n  o f  e a c h  i m a g e  
t o  oe  m e a s u r e d .  T h e  c o r r e c t  i ma g e  c o u l d  t h e n  be  p i c k e d  
o u t  by t h e  i d e n t i f y i n g  d o t  o f  g r e e n  i n k  on t h e  g l a s s .  
T h i s  p r o c e d u r e  f a i l e d  o c c a s i o n a l l y /  wh e n  t h e  c i r c u l a r  
p l a t e  wa s  s l i g h t l y  m i s  o r i e n t a t e d  i n  t h e  p l a t e - h o l d e r ;  
i n  s u c h  c a s e s  t h e  s t a r s  w e r e  s o m e t i m e s  m e a s u r e d  i n  t h e  
w r o n g  o r d e r .
33
f
UJO
b' >•4"t
ri
I ï>5JO M f4î  î; 2 5-Ijk<y
g
H
1 ' il
I i! iÿil.^
n Ô 0 V  Hrr* r  N F"y\ (A
s6S
û 8 O 9
S*
lAl
N! jk%» Cv> (X <2r»4* ■
j 1î
QLU
-d<W£I
UJH<D
ÜJk-cC
CL
;  I è,
r
VS 1 C'A ^  ^S | a
l1L %^ .m il I * ». » I. ...
T'«A.<%
n —
S'SS*I
Vv«ArA
'3-*)>
rs*rJ*
1
2r\ $4 Ml t^ l
N  i  V  O
r»
' vJk,
I <& O ^t tA >.'4 l#v
!
Î  ï  k |  5 ;'t?■4* (1^  m <Y
A r*'^ V»; t'
—
1 >  tM ^1 vV f-\ ^ A ..J5,  ^1 1 vJCk 'vJÜ vS> X%iî
1Up -f '•» 1 |A r^ /A m mj »^| M1%
f orM f o r  PL AF E- MEASUREMENTS
D i a Q r a m 6
A4a
On c e  t h e  i m a g e  h a d  b e e n  l o c a t e d ,  i t  wa s  c e n t r e d  i n
t h e  g r a t i c u l e  a n d  t h e  p o s i t i o n  wa s  r e a d  f r o m t h e  s c a l e s
a n d  w r i t t e n  down on a s p e c i a l l y - d e s i g n e d  f o r m ( s e e  
d i a g r a m  6 ) ,  The  p l a t e  wa s  t h e n  mo v e d  s l i g h t l y ,  a nd  t h e  
f i e l d  r o t a t e d  t h r o u g h  1 8 0  d e g r e e s  b e f o r e  t h e  i m a g e  wa s  
r e - c e n t  r e d  a n d  r e - m e a s u r e d .  Ea c h  i ma g e  wa s  m e a s u r e d  
s e v e r a l  t i m e s  -  a t o t a l  o f  s i x  t i m e s  i n  mo s t  c a s e s ,  b u t
o c c a s i o n a l l y  t e n ,  p a r t i c u l a r l y  f o r  t h e  m i n o r  p l a n e t ,  o r
f o r  a n y  o t h e r  e s p e c i a l l y  l a r g e ,  s m a l l  o r  m i s - s h a p e n  
i m a g e .  The  n u mb e r  o f  r e f e r e n c e  s t a r s  on e a c h  p l a t e  
v a r i e d /  d e p e n d i n g  on t h e  a r e a  o f  s k y  p h o t o g r a p h e d ,  b u t  
i t  wa s  n e v e r  l e s s  t h a n  9 ;  t h e  a v e r a g e  was  a b o u t  1 8 ,  
The  m e a s u r i n g  p r o c e s s  f o r  e a c h  p l a t e  wa s  c a r r i e d  o u t  a s  
s w i f t l y  a s  p o s s i b l e ,  t o  r e d u c e  t h e  d a n g e r  o f  a c h a n g e  
i n  t e m p e r a t u r e  o r  h u m i d i t y  p o s s i b l y  c a u s i n g  a s l i g h t  
m o v e m e n t  i n  t h e  e m u l s i o n  on t h e  p l a t e .  I t  t o o k  t wo  o r  
t h r e e  m i n u t e s  t o  c o m p l e t e  t h e  m e a s u r e m e n t s  on e a c h  
i m a g e ,  s o  t h e  t o t a l  m e a s u r i n g - t i m e  v a r i e d  f r o m  a r o u n d  
20  m i n u t e s  t o  w e l l  o v e r  an  h o u r .  I n  f a c t ,  i t  wa s  l a t e r  
a s c e r t a i n e d  t h a t  a m e a s u r i n g  s e s s i o n  l a s t i n g  o v e r  t h r e e  
h o u r s  p r o d u c e d  no  s y s t e m a t i c  s h i f t s  i n  p o s i t i o n .
I m m e d i a t e l y  a f t e r  t h e  m e a s u r e m e n t  wa s  c o m p l e t e d ,  
t h e  p o s i t i o n s  f o r  e a c h  i m a g e  w e r e  a v e r a g e d  i n  x a nd  y ,  
s o m e t i m e s  on a d e s k  c a l c u l a t o r ,  b u t  u s u a l l y  t h r o u g h  a 
s i m p l e  c o m p u t e r - p r o g r a m .  For  e a c h  i m a g e ,  t h e  a v e r a g e s  
o f  t h e  s i x ,  o r  t e n ,  r e a d i n g s  i n  x a n d  i n  y w e r e  t a k e n  
a s  t h e  p o s i t i o n  on t h e  p l a t e .  The  s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  
i n  X a n d  y w e r e  a l s o  c a l c u l a t e d :
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w h e r e  x and y a r e  t h e  a v e r a g e s  o f x a n d  y .  T h e s e  
s t a n d a r d  d e v i a t i o n s ,  w h i c h  g a v e  a m e a s u r e  o f  t h e  
u n c e r t a i n t y  a t t a c h e d  t o  e a c h  c a l c u l a t e d  a v e r a g e  
p o s i t i o n ,  w e r e  u s e d  t o  a s s i g n  a w e i g h t  t o  e a c h  
r e f e r e n c e  s t a r  i n  t h e  s u b s e q u e n t  c a l c u l a t i o n s ,  a s  w i l l  
b e  d e s c r i b e d  on p a g e  4 2 .
E v e r y  p l a t e  was  m e a s u r e d  t w i c e ,  t h e  s e c o n d  
m e a s u r e m e n t  b e i n g  m a d e ,  s o m e t i m e s  a f e w  d a y s ,  s o m e t i m e s  
s e v e r a l  m o n t h s ,  a f t e r  t h e  f i r s t .  The  p r o c e d u r e  wa s  
e x a c t l y  t h e  s a m e ,  e x c e p t  t h a t  t h e  i m a g e s  w e r e  m e a s u r e d  
i n  t h e  r e v e r s e  d i r e c t i o n  ( i . e .  t h e  l a s t  o n e  f i r s t ) ,  a n d  
o c c a s i o n a l l y  s t a r s  n e a r  t h e  e d g e  o f  t h e  p l a t e  w e r e  
o f n i t t e d  on t h e  s e c o n d  m e a s u r e m e n t .  E a c h  s e t  o f  
m e a s u r e m e n t s  was  r e d u c e d  s e p a r a t e l y ,  y i e l d i n g  t w o  
i n d e p e n d e n t  v a l u e s  f o r  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t  
a t  t h e  t i m e  o f  t h a t  o b s e r v a t i o n .
T a b l e  2 l i s t s  t h e  r e f e r e n c e  s t a r s  u s e d  f o r  e a c h  
p l a t e .
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The  s t a n d a r d  c o o r d i n a t e s  o f  a s t a r  o r  p l a n e t  on  a 
p h o t o g r a p h i e  p l a t e  d e p e n d  o n l y  on t h e  c e l e s t i a l  
c o o r d i n a t e s  o f  t h e  s t a r  or  p l a n e t  a nd  o f  t h e  c e n t r e  o f  
t h e  p l a t e .  T h u s ,  i f  t h e  s t a n d a r d  c o o r d i n a t e s  o f  a
m i n o r  p l a n e t  on  a p a r t i c u l a r  p l a t e  a r e  k n o w n ,  i t s
c e l e s t i a l  c o o r d i n a t e s  c a n  a l s o  be  f o u n d  r e l a t i v e  t o  t h e  
c e l e s t i a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  c e n t r e  o f  t h a t  p l a t e  ( w i t h  
r e s p e c t  t o  t h e  s a me  e q u i n o x  a n d  e p o c h . )
H o w e v e r ,  t h e  s t a n d a r d  c o o r d i n a t e s  ( x , y ) d i f f e r  
f r o m  t h e  m e a s u r e d  c o o r d i n a t e s  ( X, Y) ,  f o r  s e v e r a l  
r e a s o n s .  F i r s t l y ,  i n  o r d e r  t o  r e l a t e  t h e  s t a n d a r d  
c o o r d i n a t e s  ( i n  r a d i a n s )  t o  t h e  m e a s u r e d  c o o r d i n a t e s  
( i n  m i l l i m e t r e s )  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  know t h e
p l a t e - s c a l e ,  a n d  t h i s  i s  s u b j e c t  t o  e r r o r .  S e c o n d l y ,
t h e  a c t u a l  c e n t r e  o f  t h e  p l a t e  may be  s l i g h t l y  
d i s p l a c e d  f r o m t h e  a s s u m e d  c e n t r e .  T h i r d l y ,  t h e  X-  a nd  
Y- a xe  s u s e d  i n  m e a s u r i n g  t h e  p l a t e  may n o t  be  e x a c t l y  
p a r a l l e l  t o  t h e  t r u e  x -  a nd  y - a x e s  o f  t h e  p l a t e ,  i f  t h e  
a l i g n m e n t s  o f  t h e  p I a t e  i n  t h e  m e a s u r i n g - m a c h i n e  a nd  
t h e  t e l e s c o p e  a r e  s l i g h t l y  d i f f e r e n t  ( t h i s  e r r o r  i s  
p a r t i c u l a r l y  c ommon w i t h  c i r c u l a r  p l a t e s ) .
I n  a d d i t i o n  t o  t h e s e  p u r e l y  g e o m e t r i c a l  e r r o r s ,  
t h e r e  a r e  a l s o  v a r i o u s  p h y s i c a l  f a c t o r s  a f f e c t i n g  t h e  
r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  s t a n d a r d  a n d  t h e  m e a s u r e d  
c o o r d i n a t e s .  The  m o s t  i m p o r t a n t  o f  t h e s e  i s  p r o b a b l y  
d i f f e r e n t i a l  r e f r a c t i o n , . w h i c h  s h i f t s  t h e  i m a g e s  o f  
s t a r s  o r  p l a n e t s  mo r e  i n  o n e  p a r t  o f  t h e  p l a t e  t h a n  i n  
a n o t h e r ;  t h e  r e f r a c t i o n  i s  g r e a t e s t  i n  t h a t  p a r t  o f  t h e
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f i e l d  t h a t  i s  n e a r e s t  t h e  h o r i z o n .  I m p e r f e c t i o n s  i n  
t h e  o p t i c a l '  s y s t e m  o f  t h e  t e l e s c o p e  may a l s o  l e a d  t o  
r e l a t i v e  s h i f t s  o f  t h e  i m a g e s  i n  d i f f e r e n t  p a r t s  o f  t h e  
p l a t e .
I n s t e a d  o f  a t t e m p t i n g  t o  d e a l  w i t h  e a c h  o f  t h e s e  
f a c t o r s  s e p a  r a  t  e I  y ,  i t  i s  s i m p l e s t  t o  t r e a t  t' h e i r 
c o mb i  n e d  ' e f , f  e c  t s on e a c h  i n d i v i d u a l  p l a t e .  S ma r t  
( 1 9 6 5 )  s u g g e s t s  t h a t  a l l  t h e  e f f e c t s  a r e  g e n e r a l l y  
l i n e a r  c o m b i n a t i o n s :  o f  t h e  c o o r d i n a t e s .  I n  t h i s
i n v e s t i g a t i o n ,  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  e f f e c t s  up t o  s e c o n d  
O r d e r  may be  p r e s e n t . T h a t  i s ,  t h e  s t a n d a r d  
c o o r d i n a t e s  ( x , y ) a nd  t h e  m e a s u r e d  c o o r d i n a t e s  ( X, Y) 
a r e  r e l a t e d  by  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  f o r m ;
X -  X = A, X^ + B^XY + C*Y'  + D*X + E*Y + F*
y -  Y = A^X^ + ByXY + C. Y'  + DyX + E, Y + F.
(1 )
w h e r e  A^,  ,  . . . F^  a nd  Ay ,  By ,  . . . ,  Fy a r e  c o n s t a n t s ,
f o r  a n y  g i v e n  p l a t e .  ( I n  f a c t ,  i t  i s  f o u n d  t h a t  t h e
s e c  o n d - o r d e r  c o n s t a n t s  A ^ , A y ,  By a nd  C y a r e  
f a r  s m a l l e r  t h a n  t h e  l i n e a r  c o n s t a n t s
Dy ,  E^  ,  Fy ,  Dy ,  Ey a n d  Fy . ) T h e s e  p l a t e  c o n s t a n t s  a r e  
c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  s t a n d a r d  a n d  t h e  m e a s u r e d
c o o r d i n a t e s  o f  a n u mb e r  o f  s t a r s  on t h e  p l a t e ,  w h o s e
c e l e s t i a l  c o o r d i n a t e s  a r e  known f r o m  a s t a r  c a t a l o g u e ;  
t h e s e  a r e  t h e  " r e f e r e n c e  s t a r s " .  A u n i q u e  s o I u t  i o n  f o r  
t h e  p l a t e  c o n s t a n t s  c a n '  b e  o b t a i n e d  f r o m  j u s t  s i x  
r e f e r e n c e  s t a r s .  H o w e v e r ,  a s  d e s c r i b e d  o n  p a g e  3 4 ,  a t
m
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l e a s t  9 r e f e r e n c e  s t a r s  w e r e  m e a s u r e d  on e a c h  p l a t e »  
I t  I S  o b v i o u s l y  d e s i r a b l e  t o  u s e  t h e  i n f o r m a t i o n  f r o m  
a l l  t h e s e  m e a s u r e m e n t s  t o  c a l c u l a t e  a mo r e  a c c u r a t e  s e t
o f  p l a t e  c o n s t a n t s .  F o r  t h i s  r e a s o n ,  t h e  " m e t h o d  o f
l e a s t  s q u a r e s "  was  u s e d .
The  p r i n c i p l e  o f  t h i s  me t  ho d i s  d e s c r i b e d  i n ,  f o r
e x a m p l e .  S m a r t  ( 1 9  5 8 ) . The  a p p l i c a t i o n  i n  t h i s  c a s e ,
f o r  e a c h  i n d i v i d u a l  p l a t e ,  i s  a s  f o l l o w s .
II
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Fo r  a n y  c h o i c e  o f  t h e  c o n s t a n t s
,  . .  .  ,  ,  Ay ,  . . .  ,  Fy ,  t h e r e  w i l l  b e  s ome  e r r o r  o r
" r e s i d u a l ® ’* wh e n  t h e y  a r e  s u b s t i t u t e d  i n t o  e q u a t i o n s  ( 1 ) 
f o r  a n y  i n d i v i d u a l  s t a r .  T h a t  i s #  f o r  t h e  i * t h  s t a r ,
( X ; - X ( )  -  ( A * x r  + B , X ;  Y; + C , Y '  + D * X ; + E ,  Y; + F * )  = ( E , ) ;  
( y ; - Y ; )  -  ( A y X ^  + B y X ; Y ; + C y Y /  + D y X ; + E y Y ; + F , )  = ( E ^ ) ;
T h e s e  a r e  c a l l e d  t h e  " e q u a t i o n s  o f  c o n d i t i o n ' *  f o r  t h e  
i ®t h  s t a r .  Th e  p r i n c i p l e  o f  t h e  " m e t h o d  o f  l e a s t  
s q u a r e s "  i s  t o  c h o o s e  v a l u e s  f o r  A , .  . . ,  F ^ ,  A y , . . . ,  Fy 
s u c h  t h a t  t h e  sums o f  t h e  s q u a r e s  o f  t h e  r e s i d u a l s  f o r
tdie n r e f e r e n c e  s t a r s  a r e  a s  s m a l l  a s  p o s s i b l e ;  i . e . %
n n
S,  = r  ( C , ) ^  a nd  Si  = Z  ( E , ) ^  
i = 1  i = 1
s h o u l d  be  a s  s m a l l  a s  p o s s i b l e .
We f i n d  t h e  m i n i m a  o f  S^  a nd  S^ by m a k i n g
%s, as,
« = —  — ~ BOB ™ = 0 a n d  ~ = . . .  ~ —- — = 0 i
 ^A  ^ ^F^ 'àAy ^ B y  ^Fy 4 '-,j
T h e s e  c o n d i t i o n s  g i v e  us  t wo  s e t s  o f  s i x  e q u a t i o n s  i n  u
s i x  u n k n o w n s ,  c a l l e s  t h e  " n o r m a l  e q u a t i o n s " .  T a k i n g  
t h e  s y m b o l  Z t o  mean t h e  sum o v e r  1 f r o m  1 t o  n ,  t h e y  
a r e s
 :
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A y r  X + B y i :  Y, + c , z x /  + ^ , 1  x /
•I- E y i x . ^  Y; + Fy r  X,'; = I X ^  (Xi  - X : )
A y t X ;  Y; + B y r x . ^ Y ; ^  + C y l X i Y /  + D y Z X ; " Y ;
+ E y I - X; Y; ^   ^ F x ^ X ; Y ,  = r X( Y, .  (X, .  -  X; )
A y T X . ’-Y, . ’- + B y Z X , .  Y,’ f  C y l  Y >  + D y Z X j Y ; '
+ E y Z Y /  + Fy Z  Y/  = T Y - ^ ( X :  ~  X ; )
A y  I  X /  F B y r X ; ’- Y ;  +  C y Z X i Y ; *  +  Dy %  X /
+  E y Z  X ; Y ;  +  Fy Z  X i =  r X ;  ( X|  -  X;  )
A y E X i ^ Y ;  + ü y r X ; Y ^  + C y Z Y /  + O y Z X , Y , .
■F Ey r  Yi’- + Fy r  v;  = ZY;  Cx; -  X; )
A y E X , "  +  B y Z  X;  Yj F C y  Y  Yj " +  D y  Z  X,
+ E^ , % Y; -t" n Z ( X ;  -  X )
a n d
A y X X ; * *  +  B y  Z x /  Y,. F C y X X ; ^ Y ; *  -F D y Z X , '
+ E y Z  X ; ’- Y;  +  Fy Z  X i ‘  =  Z  X i ‘  Cy, - -  Y;  )
A y Z  x /  Y; + B y  z  x,-" Y ; '  -F C y Z X ; Y ; . ’ + Dy Z  X , ‘  Y ;
+  E y Z X ; Y >  + F y Z X ;  Y;  =  Z X ; Y i < y ;  -  Y,- )
Ay Z X ; '  Y , '  F B y Z X ; Y ; ’ +  Cy Z Y j '  F D y Z X . - Y ; "
=  Z Y , - "  ( y ;  -  Y; )
Ay I  X /  +  B y Z X ; ^ Y ;  4  C y Z X ;  Y,-" +  D y Z  x ^
4  E y  Z X ;  Y,  4  F,  z  X;  =  Z X ;  ( / , .  -  Y, )
A y  Z X ; " Y , .  4 B y Z X , - Y , . ‘ +  Cy Z  Y /  4  D y Z X . - Y , -
4  E y  Z  Y /  4  Fy Z  Y,  =  Z  Y ,. ( y, - -  Y , - )
Ay r x , . ' -  4  By  Z  X , Y; 4  Cy Z Y - "  4  D y Z  X
+ E Z  Y - t  F n -  Y ( y ;  “• Y; )
+ E y ^ Y /  + Fy %Yf
I
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4 1
The  s o l u t i o n  o f  t h e s e  t w o  s e t s  o f  e q u a t i o n s  y i e l d s
v a l u e s  o f  A ^# Fv f A, . ,  Fw w h i c h  a r e  t a k e n  a s  t h e. ^ • • B « » r  * X ^  y  f" #  $  «  * y
p l a t e  c o n s t a n t s  f o r  t h e  p a r t i c u l a r  p l a t e  i n  q u e s t i o n »  
T h e y  a r e  u s e d  t o  c o n v e r t  t h e  m e a s u r e d  c o o r d i n a t e s  o f  
t h e  m i n o r  p l a n e t  i n t o  s t a n d a r d  c o o r d i n a t e s ,  f r o m ' whi ch  
i t s  c e l e s t i a l  c o o r d i n a t e s  c a n  t h e n  be  f o u n d .
Î
II
g.?;'-' i ■ "A Étÿ/tü' ' slÿ.;;>-tv£SÆ^F,_F.4 Vc; - ‘î‘^ ïHÎ
/ i
•’■' , ■ . -: ■ -4',. i ■  '-,' ■' : Z " '■'*
4 2
The  c o m p u t e r  p r o  g r* am w r i t t e n  f o r  t h e s e  
c a l c u l a t i o n s  i n c o r p o r a t e d  c e r t a i n  f e a t u r e s  i n  a d d i t i o n  
t o  t h e  b a s i c  p r o c e d u r e  o u t l i n e d  a b o v e .  To b e g i n  w i t h ,  
t h e  r e f e r e n c e  s t a r s  w e r e  n o t  a l l  g i v e n  e q u a l  w e i g h t  i n  
t h e  c a l c u l a t i o n s .  As d e s c r i b e d  on p a g e  3 5 ,  s o me
s t a I— 1 m a g e s  c o u l d  be  m e a s u r e d  mo r e  a c c u r a t e l y  t h a n
o t h e r s ;  t h i s  was  r e f l e c t e d  i n  t h e  f a c t  t h a t  t h e
r e p e a t e d  m e a s u r e m e n t s  a g r e e d  mo r e  c l o s e l y ,  a nd  h e n c e  
t h a t  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  f r o m t h e  me a n  p o s i t i o n  wa s  
l e s s ,  A w e i g h t i n g  s y s t e m  wa s  t h e r e f o r e  a d o p t e d  t h a t  
w o u l d  g i v e  l e a s t  w e i g h t  t o  t h e  s t a r s  w i t h  t h e  l a r g e s t  
s t a n d a r d  d e v i a t i o n ,  ( T h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  i n  x a nd  
y w e r e  t r e a t e d  s e p a r a t e l y ,  a nd  e a c h  s t a r  wa s  g i v e n  t wo  
i n d e p e n d e n t  w e i g h t s ,  o n e  f o r  x ,  o n e  f o r  y . )
I n s p e c t i o n  s h o w e d  t h a t  t h e  a v e r a g e  s t a n d a r d  
d e v i a t i o n  was  a b o u t  0 , 0 0 0 7  mm. ,  s o  s t a r s  w i t h  t h i s  
s t a n d a r d  d e v i a t i o n  w e r e  g i v e n  a w e i g h t  o f  1 . The  
w e i g h t s  f o r  t h e  o t h e r  s t a r s  w e r e  c a l c u l a t e d  by  an 
i n v e r s e  s q u a r e  f o r m u l a :  f o r  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  cr,  t h e  
w e i g h t  was  ( 0 . 0 0 0 7 / ^ ) ^ ,  T h i s  e n s u r e d  t h a t  v e r y  l ow 
w e i g h t s  w e r e  g i v e n  t o  t h e  l e a s t  a c c u r a t e l y - m e a s u r e d  
s t a r s .
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The  i * t h s t a r  was  t h u s  g i v e n  w e i g h t s  ( w y); a n d
( w y ); f o r  i t s  X-  a nd  / - c o o r d i n a t e s .  T h i s  l e a d s  t o  a
m o d i f i c a t i o n  o f  t h e  " n o r m a l  e q u a t i o n s ” g i v e n  a b o v e ,
s i n c e  e a c h  t e r m  f o r  t h e  i ® t h s t a r  mu s t  be  m u l t i p l i e d  by
t h e  a p p r o p r i a t e  w e i g h t  ( w ^  ), o r  ( Wy) ;  b e f o r e  b e i n g
s u m m e d .  Th us  t h e  n o r m a l  e q u a t i o n s  b e c o m e :
A ^ z  ( W ; , ) ,  X , 4  4  B , I  ( w ^ ) j  x , '  Y .  4  C , y Z  C U , ) ;  x ;  Y , '
4  D y  Z  ( U y ) ;  x /  +  Z  ( w . .  ) ,  X f ’- Y;  +  F , ,  X  (w.,),- X , '
= X C W y )  X ;  (  X , -  X - )
A ,  X  ( w „ )  X , . ’  Y ,  +  X j ’- Y n  4  C „ y  < W; y ) . -  X ,  Y f ’
+  D „ Z < w , ) ;  X;" Y;  4  E^ZCw*); X;Y; "  4  F, ,  X  C w  ^ X Y-
= Z( W, ) ;  X; Y,. ( X , .  -  X; )
A „ r  ( w ^ ) , .  X , . "  Y p  4  X, .  Y /  4  C ^ y l C w . , ) ;  Y ; "
4  D „ Z ( W y )  X, -  Y ; ’' 4  E y Z ( u ^ )  Y ; ’  4  F „ Z ( w ^ )  Y , '
=  Y , '  ( X ;  - X .  )
A ^ r ( w , ) ;  X ’ 4  e ^ X C w , , ) , -  X ; ‘  Y, '  4  C , , £ ( w ^ ) , -  X , . Y , . ‘
4  D ^ Z ( W f ) ,  X ^  4  ( U y ) i  X ;  Y;  4  F y , Z ( w , y ) ;  X -
”  Z ( W y ) , ' X , ' ( X , ' “" X ; )
A y ^ X C W y . ) , -  X , . ' Y , -  4  B , X ( w * ) , '  X ; Y P  4  C ^ T C w ,  Y , '
4  D ^ I  C w * ) ;  X, .  Y;  4  E ^ I ( w ^ ) ,  Y ; "  4  F / Z ( w , Z  Y;
-  X C w , , ) ;  Y ;  (  X ,  -  X ;  )
X X  ( W , , ) ;  X ; ’- 4  B ^ X ( W y ) ;  X;  Y; 4  C ^ X ( w , ) , .  Y, '  
4  D ^ X C w ^ ) ;  X;  4  E ^ X  ( w, ^ ),- Y; 4  F^^XCw, - ) , -  
= X ( w P ;  ( X ,  -  X;  )
3iÏ
a n d
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A y  I  < Wy ) , -  X , "  4  8 y  X  ( W y  ) ,  x /  Y ;  4  C y  r  ( w  y ) , '  X f ^  Y , “
4  D y X  C W y ) ;  X ; '  4  E y  r  ( W y  X , Y, '  4  F y  r  ( W y  ), • X
= Z ( Wy) ;  X, '  (y,. -  Y; )
A y  r  ( W y ) ,  X , - ’ Y f  4  [ ) y Z ( U y )  X ^  Y. ^ :  4  C y Z C W y  X,- Y ^
4  D y X C W y  ),• X ,  ‘  Y; 4 E y Z ( W y ) ;  X,  Y,  ^ 4 F y r < W y ) , -  X ,  Y,.
, = Z ( W y  ) ,  X, .  Y,. (y ,  -  Y- )
A y  E  ( W y  ),■ X; * "  Y ( "  4  B y Z C W y  X -  Y ; ^  4  C y X ( W y  ), .  Y,.
4  D y Z C W y  )  ‘ X, '  Y,' 4  E y Z ( W y ) , ’ Y /  4  Fy E   ^ W y ),' Y ^
=  F ( W y  ),■ y P  (y,. -  Y,  )
A y E C U y ) ;  x /  4  B y Z ' C W y  ),' X, ^'  Y;  4  C y E ( W y ) .  X , - Y ^
•t DyZ ( Wy ); X ;’’ *!' E y Z ( W y  ),- X,‘ Y,' f  f y  Z^Wy ) X
= Z (  Wy ),• X,- ( y. -  Y- )
A y Z C W y ) .  X . ' Y .  + B / E ( W y ) .  X' + C r Z ( W y ) / Y . '
+  D y Z ( W y ) , ' X . Y ;  +  E y l ( W y ) . Y /  f  F ^ Z ( W y ) , ' Y ,
= ^  ( Wy  ),' Yf ( ” Y- )
Ayl CCwY^.  X/" + B y Z ( Wr ) r X ^ Y /  + C y T ( W r ) / Y /
+ D y Z ( Wy ) / X .  + E y T ( Wy ) ; Y ;  + F y Z ( Wy ) /
Z( Wy  )- ( y,- " Y; )
i
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T'h e c o m p u t e r  p r o g r a m  b e g a n  by r e a d i n g  i n  t h e  
c a t a l o g u e d  p o s i t i o n s  o f  t h e  r e f e r e n c e  s t a r s .  T h e s e  
w e r e  w r i t t e n  i n  t h e  same f o r m a t  a s  f o r  t h e  e a r l i e r  
p r o g r a m  w h i c h  c a l c u l a t e d  and p l o t t e d  s t a n d a r d  
c o o r d i n a t e s ;  d a t a  wa s  i n p u t  b y  me a n s  o f  p u n c h e d  c a r d s ,  
o n e  s t a r  t o  a c a r d ,  s o  t h i s  m e a n t  t h a t  t h e  s a me  c a r d s  
c o u l d  be  u s e d  f o r  e a c h  p r o g r a m .  (A t o t a l  o f  5 3 5  
d i f f e r e n t '  r e f e r e n c e  s t a r s  was  u s e d . )  The p r o g r a m  t h e n  
r e a d  i n  t h e  m e a s u r e d  p o s i t i o n s  o f  t h e  s a me  r e f e r e n c e
s t a r s ,  f o l l o w e d  by  t h e  m e a s u r e d  p o s i t i o n  o f  t h e  m i n o r
p l a n e t .  Ea c h  p o s i t i o n  wa s  a c c o m p a n i e d  by  i t s  " e r r o r s " ,  
t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  i n  t h e  a v e r a g e  p o s i t i o n s  o f  x 
a n d  y ; t h e s e  w e r e  u s e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  w e i g h t s  i n  x ■, j
a n d  y ,  Wy and Wy ,  f o r  e a c h  s t a r ,  a s  d e s c r i b e d  a b o v e . ■"'IThe  p r o g r a m  t h e n  c a l c u l a t e d  t h e  s t a n d a r d  c o o r d i n a t e s  |
f r o m  t h e  c e l e s t i a l  c o o r d i n a t e s  by t h e  u s u a l  f o r m u l a e  J
c o s  ( 5 )  s i n («/ -  */ . )  -^1
X  ------ ---------------------- ----------_ _ _ _ _ _ _ _ _ ----------------------------- -----------
s i n ( ^ )  s i n ( S „ )  f  0 0 5 ( 6“) c os ( 6 ,  ) c o s  (=^- '^o) ]
is i n ( S )  CO s ( ) -  c os ( &) s i n ( 6 .  ) c o  s (<=^ - <^o)
y = --------------------------------------------------------------- ----------------- — !s i n ( S )  s i n ( ^ o )  t c o s ( 5 )  c b s ( 6 o) c o s  («4- 0( 0 ) ' 1J
w h e r e  («>4,,  ) a r e  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  c e n t r e  o f  t h e  r-J
'p l a t e .  I t  t h e n  u s e d  t h e  s t a n d a r d  a n d  t h e  m e a s u r e d  ■
ic o o r d i n a t e s  t o  p r o d u c e  t w o  s e t s  o f  s i x  e q u a t i o n s  i n  s i x :iu n k n o w n s ,  a s  d e s c r i b e d  a b o v e ,  f r o m  w h i c h  t h e  t w e l v e  {
.  J
p l a t e  c o n s t a n t s  c o u l d  b e  c a l c u l a t e d .  {
E a c h  s e t  o f  e q u a t i o n s  was  s o l v e d  by r e d u c i n g  t h e  J
m a t r i x  o f  c o e f f i c i e n t s  t o  an u p p e r  t r i a n g u l a r  m a t r i x .
T h a t  i s ,  t h e  f i r s t  e q u a t i o n  was d i v i d e d  by  i t s  f i r s t
'".■■'■•■ " '  '  ' ; ,  . , ■ .- ir-- . . ; /  / .  i '  . ,  , - ‘ - •■■ -  ■• . ■» ->■ -« >
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c o e f f i c i e n t ,  a n d  t h e n  a p p r o p r i a t e  m u l t i p l e s  o f  t h e
f i r s t  e q u a t i o n  w e r e  s u b t r a c t e d  f r o m t h e  f o l l o w i n g  
e q u a t i o n s  t o  ma ke  t h e i r  f i r s t  c o e f f i c i e n t s  z e r o .  The  
p r o c e d u r e  wa s  r e p e a t e d  w i t h  t h e  s e c o n d  c o e f f i c i e n t  o f  
t h e  s e c o n d  e q u a t i o n ,  a nd  s o  o n  u n t i l  a l l  t h e
c o e f f i c i e n t s  b e l o w  t h e  d i a g o n a l  w e r e  z e r o .
The  s i x t h  e q u a t i o n  now g a v e  t h e  s i x t h  u n k n o wn  
d i r e c t l y ;  t h i s  was  s u b s t i t u t e d  i n t o  t h e  f i f t h  e q u a t i o n
t o  g i v e  t h e  f i f t h  u n k n o w n ,  t h e s e  t wo  g a v e  t h e  f o u r t h
unknovi i n,  a n d  s o  o n .  Th u s  e a c h  s e t  o f  s i x  p l a t e  
c o n s t a n t s  was  d e t e r m i n e d .
The  p r o g r a m  a l s o  c a l c u l a t e d  t h e  e r r o r - s  i n  t h e s e  
v a l u e s  o f  t h e  p l a t e  c o n s t a n t s ,  a c c o r d i n g  t o  t h e
f o l l o w i n g  m e t h o d .
C o n s i d e r  o n e  s e t  o f  n o r m a l  e q u a t i o n s :
A + B Z X ^ Y  + C Z X ^ ^ ^  + D T X )  + E Z X ^ Y  + F Z X ^  = Z X ^ r
A r X^ Y + B Z X ^ Y ^  + C Z X Y '  + D Z X ^ Y  + EITXY^ + F Z X Y  = ZXYr  
A r x ^ Y *  + B Z X Y '  + C Z Y *  + O Z X Y ^  + E Z Y ^  + F Z Y ^  = Z Y ' r  
A Z x '  + 8 Z x ^ Y  + C ZXY^ + D Z X ^  + E Z X Y  + F XX = Z X r
A ZX^Y + BE XY^  + C Z Y '  + D Z X Y  + E Z Y ^  + F IT Y = Z Y r
A Z x '  + B Z X Y  + C Z Y ^  + D Z X  + E ZY + F n = Z r  
w h e r e :  X q  m e a n s  f o r  a n y  q u a n t i t y  q;  A, .  . .  ,  F a r ei - I
t h e  p l a t e  c o n s t a n t s  i n  e i t h e r  x or  y ( i . e .  e i t h e r
A F), or  Ay , . .  . ,  Fy ) ; a n d  r a r e  t h e  c o r r e s p o n d i n g
r e s i d u a l s  i n e i t h e r  x o r  y ( i . e .  e i t h e r  x . -  X, o r
y, -  Y,. ) .
The  s o l u t i o n  o f  t h e s e  e q u a t i o n s  g i v e s  A, . . , , F a s  
f u n c t i o n s  o f  t h e  c o o r d i n a t e s  ( X; , Y  ^ ) a n d  o f  t h e
_ _____     ' ' _ _ _  ■___________;_____ :_________ j______
.- » /  -. , '  *- ••,•• * •-<•- * - .^ f ~ f ■ V V .'■.' V’- (. . • Y.,
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r e s i d u a l s  r ; . We may w r i t e  t h
c o m b i n a t i o n s  o f t h e  r e s i d u a l s
A = a ,  r, + r^ f SB»
B = b, r, + b^ r^ f . . . bg r g
a n d  so on t o
F = f , r,  + *{' B B S  t
» , f |  ,  # g , a r e
( u n k n o w n )  f u n c t i o n s  o f  t h e  c o o r d i n a t e s  ( X ; , Y, ) „
The  me an s q u a r e  e r r o r  o f  a s i n g l e  o b s e r v a t i o n  i s  
g i v e n  by
I r '
M
So  t h e  e r r o r s  i n  t h e  p l a t e  c o n s t a n t s  a r e  
1, . .1dA
do"
dF
H
b /  p"" 'i- b J  p"" -Î* . . .  !- bt '  p'
a n d  s o  on t o
f, H "^3. P + . . .  + f&^^
T h u s  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  d e t e r m i n e  t h e  f u n c t i o n s  
E a ^ , % b ^ , . . . , Z f  * .
'  'îv. '.-^ i ■" '  4 . ' .  ; '  ; ' '. '  ■;■.■ '  1 - ■ ■■•'. 7 - - - j V  ■■ ^ - .  ■• '. "  . - ■'
We t a k e  t h e s e  new e x p r e s s i o n s  f o r
s u b s t i t u t e  t h e m i n t o  t h e  n o r m a l  e q u a t i o n s :
T a r Z X ^  + Z b r  Z X ^ Y  + T e r  Z x ' ^ ^  + r d r Z x ^
+ Z e r Z X ^ Y  + Z f r  Z X ^  = Z x ^ r
4 8
, . . . , F a nd
E a r  E X  ^ + Z  b r  E X Y + Z c  r  Z  Y^ + Z d r  E x
4 Z  e r Z  Y + Z f  r n = Z  r
C o l l e c t i n g  t o g e t h e r  a l l  t e r m s  i n  r ,
r x ^  + b f ZX^Y +
+ e ; Z X ^ Y  + f ; Z X
a , ZX  c/Ex"Y^ + d/ZX^
X:
a / Z X ^  + b; ZXY + C;ZY^ + d / ZX  
4' e, 'Z Y 4- f,- n ~ 1
( * )  We now m u l t i p l y  e a c h  e q u a t i o n  by  a ;
a , Z r x ~  + a;  b ; Z X  Y +  a:  C ; Z X  Y + a / d , Z X
! X/t  8j e ; ZX Y 4* a.- f ; t  X = a = X.^
a;"ZX^ + a ; k q Z X Y  + a ; C ; % Y '  + a ^ d ^ Z x
t  a^ . e - ZY '!* a- f;  n = a,-
I f  we now s um e a c h  e q u a t i o n  o v e r  i f r o m 1 t o  n ,  we
h a v e :  -
Ta ' '  r x ^  + Z a b  E x'  Y + r a c r x ’'Y* + T a d  E  X '4 l a e r x ’'Y + raf  rx" =ra X'
^ a Z X *■ + Z  a b Z  X Y + E a c Z Y  ^ t  E a d Z X 
+ Z  as  Z  Y t  Z  a f  n = Z  a
I
#
1
I:
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T h i s  g i v e s  a s e t  o f  s i x  e q u a t i o n s  i n  s i x  u n k n o w n s  
( % a ^ ,  T a b ,  T a c ,  T a d ,  T  a e  a nd  T a f )  o f  w h i c h  t h e  
c o e f f i c i e n t s  o n  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  a r e  t h e  same a s  t h e  
c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  n o r m a l  e q u a t i o n s .  H o w e v e r ,  i t  i s  
n e c e s s a r y  t o  d e t e r m i n e  t h e  q u a n t i t i e s  on t h e  r i g h t - h a n d
s i d e  o f  t h e s e  e q u a t i o n s .  To do t h i s ,  we r e t u r n  t o  t h e
o r i g i n a l  e q u a t i o n  o f  c o n d i t i o n  f o r  t h e  i ' t h s t a r :
AX;^ + BXf Y,  t  CY;  ^ + DX,  + EY,- + F = r;
M u l t i p l y i n g  t h r o u g h  by a ; g i v e s
a ; AX^  + a ; BX; Y;  + a ; CY^  + aqDX; + 3;EY;  + a^F = a^r;
R e a r r a n g i n g  a n d  s u mmi n g  o v e r  i g i v e s
A TaX^ + 8 Z a XY + C Z a Y ^  + D Z a X  + s T a Y  + F Z a  = Z a r
B u t  T a r  -  A ( b y  d e f i n i t i o n )
So ZaX^ = 1
Za XY = Z a Y
So  a l l  t h e  c o e f f i c i e n t s  f o r  t h e  s i x  e q u a t i o n s  i n  
Za^ , . . . , Y a f  a r e  k n o w n ,  a n d  t h e  e q u a t i o n s  c a n  b e  s o l v e d .
""At
1
No w,  r e t u r n i n g  t o  t h e  p o i n t  ( * ) ,  i n s t e a d  o f  
m u l t i p l y i n g  e a c h  e q u a t i o n  by a ; we c a n  m u l t i p l y  i n s t e a d  
by  b ; .  T h e n ,  whe n  we sum e a c h  e q u a t i o n  o v e r  i ,  we 
o b t a i n :
l a b  4 X b " Z x ^ Y  + X b c  r x ’-Y" + X b d X x ’
4 X b e  ZX"Y + I b f l x "  = I b  X"
T a b  X x ‘ 4  1  b"r X Y 4  Z bc FY" 4  Z b d  XX 
4' I. b e Z* Y + T b f n = T b
On c e  a g a i n ,  we h a v e  s i x  e q u a t i o n s  i n  s i x  u n k n o w n  s ,  t h i s
■i“ r:
' ' ' - - ^  F. .. ' .. . ^ -  ^
■ ■ " ' J,4%
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t i m e  f o r  T a b ,  Z b ^  ,  T b c ,  Z b d ,  1  be  and Z  b f . The  A
c o e f f i c i e n t s  o n  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  a r e  s t i l l  t h e  s a me
a s  i n  t h e  n o r m a l  e q u a t i o n s ,  b u t  o n c e  a g a i n  we h a v e  t o  ;.V{f
d e t e r m i n e  t h e  t e r m s  on t h e  r i g h t - h a n d s i  d e •
M u l t i p l y i n g  t h e  e q u a t i o n  o f  c o n d i t i o n  f o r  t h e  i ' t h  s t a r
by  b y  g i v e s
b , AX; ^ + b ; BX; Y;  + b ; C Y ^  + b ; DX/  + b; EY;  + b . F ; =  b , r ;
a n d  s u mm i n g  g i v e s
A TbX^ + B l b X Y  + C Z b Y ^  + o Y b X  + E Z b Y  + F Z b  = % b r  = B 
s o Z b X Y  = 1
Z bX^ = ZbY^ = TbX = Z b Y  = Z b  = 0 
So  t h e s e  e q u a t i o n s  c a n ' a I  so  b e  s o l v e d ,  f o r  T a b ,  Z  b ^ ,
T b  c ,  T  b d , T b e  a n d Z b f .
I n  t h e  s a me  w a y ,  f o u r  mo r e  s e t s  o f  e q u a t i o n s  c a n
b e  p r o d u c e d  a n d  s o l v e d ,  g i v i n g  v a l u e s  f o r  T pq w h e r e  p
a n d  q a r e  any  o f  a , . . , f . In p a r t i c u l a r ,  t h e  q u a n t i t i e s  
Ta^ , . .  , T f a r e  now k n o w n ,  a n d  c o n s e q u e n t l y  t h e  e r r o r s  ' /  j
d A , . . , d F  c a n  b e  c a l c u l a t e d .  - i
I
I
"'fTÿ
y
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So t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m  c a l c u l a t e d  t h e  t wo  s e t s  o f  
p l a t e  c o n s t a n t s  A ^ ,  B y , . . . ,  F ^ ,  Ay ,  O y , . . . , F y ,  a n d  
t h e i r  a s s o c i a t e d  e r r o r s dA y ,  dG ^ , . . . ,  dFy ,  dA y ,
/.ÿ
I t  t h e n  u s e d  t h e s e  t o  c a l c u l a t e  t h e  s t a n d a r d ,  Î
c o o r d i n a t e s  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t ,  w i t h  t h e i r  a s s o c i a t e d
!
e r r o r s .
I
The  f o r m u l a e  f o r  t h e  s t a n d a r d  c o o r d i n a t e s  ( x , y ) 
a r e  s i m p l y
X = A * X ^  + B y X Y  + C y Y ^  + D y X  + E * Y  + F * +  X
j
y  =  A y X ^  +  B y X Y  +  C ,  Y ^  +  D y X  +  E y Y  +  F y +  Y
The  e r r o r s  dx a nd  dy  i n  t h e  s t a n d a r d  c o o r d i n a t e s  x |
a nd  y d e p e n d  on t h e  e r r o r s  d A * , . . . , d F y ,  d A y , . . . , d F y  i n  I
I
t h e  p l a t e  c o n s t a n t s ,  a n d  a l s o  on t h e  e r r o r s  dX a nd  d Y I
i n  t h e  m e a s u r e d  c o o r d i n a t e s  ( X , Y) .  I n c l u d i n g  t h e  e r r o r  II
t e r m s  i n  t h e  e q u a t i o n  a b o v e  f o r  x ,  we h a v e  !
( x + d x ) - ( X + d X )  = ( A y + d A x ) ( X + d x ) ^  + ( B * + d 8 ^ ) ( X + d X ) ( Y + d Y )  J
I ' -i+  ( C y + d C * ) ( Y + d Y )  +  ( D x + d D * ) ( X + d X )  |
+ ( E* + d E * ) ( Y  + dY)  + ( F%+dF* )  Ij
=  A x X ^  +  B * X Y  +  C y Y ^  +  D y X  +  E ^ Y  +  F ^  4
+ dAyX^ + dBxXY + dC^Y'  I
+  d D y X  +  d E y Y  +  d F y  : |
+ ( 2A*X + ByY + D* ) dX + ( ByX + 2CyY + E^ l d Y j
i g n o r i n g  t e r m s  c o n t a i n i n g  p o w e r s  o r  î n u l t i p l e s  o f  e r r o r  
t e r  ms So  :
* .. ' .  ^  ^ j'>■ Î
■ ' . ■. ' f; - '■ - ■ 8‘ ' -' ■
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dx  = dA^X^ + dGUXY + d C ^ Y "  + dD^X + d E^ Y + dF
( 2 A y X  + ByY + + 1 )  dx + (B%X + 2C^Y + E * )  dY
S i m i l a r l y  i t  c a n  be  s h o wn  t h a t
d y  = dAyX^ + dByXY + d C y Y ^  + dDyX + dE^Y + dFy
+ ( 2 A y X  + By Y + D y )  dX + ( B y X  + 2CyY + Ey + 1 )  dY
' #
Now t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m  t o o k  t h e s e  s t a n d a r d  
c o o r d i n a t e s  ( x ,  y ) w i t h  t h e i r  e r r o r s  d x and d y ,  a n d  f r  o.m 
t h e m c a l c u l a t e d  t h e  c e l e s t i a l  c o o r d i n a t e s  ( ^ , 6 )  o f  t h e
m i n o r  p l a n e t ,  w i t h  t h e i r  a s s o c i a t e d  e r r o r s  d ^  a nd  d 6.
The  e x p r e s s i o n s  f o r  c a l c u l a t i n g  and T f r o m x a nd
y a r e  t h e  r e v e r s e  o f  t h e  f o r m u l a e  g i v e n  on p a g e  19  f o r
t h e  s t a n d a r d  c o o r d i n a t e s ;  t h e y  a r e :
X
t a n  (ck-cE^) -  — -------------- -------- -----------
c o s ( G ^ )  -  y s i n ( S o )
s i n ( S p )  4- y c o s C 6 o )
s i n ( 6 )  “  -----   -  -   ---------- -----------
^/ l  + x^ + y^
w h e r e  (^7^^ 6^ )^ a r e  t h e  c o o r d i  n a t e s  o f  t h e  c e n t r e  o f  t h e
'1p l a t e .  - j{
I t  i s  now n e c e s s a r y  t o  c a l c u l a t e  t h e  e r r o r s  i n  }
(=/ ,  6 ) i n  t e r m s  o f  t h e  e r r o r s  i n  ( x ,  y ) . I n  t h e  c a s e  o f
dck,  we n o t e  f i r s t  t h a t  cfo) i s  a s m a l l  a n g l e ,  a nd  j
■ ■^1c o n s e q u e n t l y  t h a t  t a n («E- ot^) i s  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  t o
ii
( o Y - i . e .  '
!c / ~ cTo -  x /  ( c o s ( ^ o ) - y s 1 n ( 6 p ) )   ^ (;i
' 3
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We h a v e  d U / dx ~ 1 / ( c o s ( S p )
) / ( c o s C ^ o )a n d  / dy
( d c ^ / d x )  dx H ( d«^/ dy )Now d c/.
s o
dx
( c 0 5
"/.'y' ' .^ ' 2^  ^ -% "'>:.?l_'^ l;-:y:r.;' .YY-'V''';--'"^ ''''^  T'ïV'' .. , ' ".' " r ' ' :'
' î
To c a l c u l  a t  e dS^ we h a v e  Y:
s i n C S ' c )  y c o s ( S ’o )  /'%!
s 1 n ( 5 ) = • yr+ X + y
' ' ■»’■.a n d  c o n s e q u e n t l y
m( c o s ( S ' o )  -  y s i n ( & e ) ) ^  f  x^
c o s ( ^ )  “ /   ---------       " 'M
1  ^ x" f  y" . '-!
N o w
C O S ( ^ )
- x ( s i n ( 5 ^ o  ) + y c o s ( ) )
dx ( 1 + x^ + y ^ ) ' ^
80
d 5 -x(s1n(6p) + y cos(5g))
d X ( 1 f X  ^ f y  ^) J e  c o  s (. S o') ~ y s i n CS o ) ) * ^  f x
S i m i l a r l y  we h a v e
dS c o s  ( 6 * )  (1 + x ^ )  -  y s i n ( & e )
dy  (1 S'* X  ^ 4- y  ^) / (  c.o s  ( ^ ) ”• y s i n ( & ^ o ) ) ^ +  x'
#
s o
/ x ^ ( s i n ( ^ c )  f  y c o s (  d x  ^ f  ( c o s ( G # ) ( 1 + x ^ )  -  y s i n ( S ^ ) ) ^ d j
d 6  =  :-------------------        ^--------------------------------
(1 -i- X  ^ f  y* ) / ( c o s < 6 o )  “ y s i n ( S „ ) )  -f x^ tï?
T h e s e  e x p r e s s i o n s  f o r  d ^ a n d  d S  a r e  i n  r a d i a n s ;  t h e
p r o g r a m  c o n v e r t e d  t h e m t o  s e c o n d s  o f  t i m e  a n d  s e c o n d s  
o f  a r c  r e s p e c t i v e l y »
vads a
■I
 ^ f I
'--T-
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T h u s  t h e  p r o g r a m  was  a b l e  t o  c a l c u l a t e  t h e  
c e l e s t i a l  c o o r d i n a t e s  5 ) o f  t h e  m i n o r  p l a n e t ,  T;t
t o g e t h e r  w i t h  t h e i r  e r r o r s .  H o w e v e r ,  i n  f a c t  t h i s  wa s  yf
n o t  d o n e  i m m e d i a t e l y .  As m e n t i o n e d  on p a g e s  3 7 - 3 8 ,  t h e  -'/v
p r i n c i p a l  a d v a n t a g e  o f  t h e  m e t h o d  o f  l e a s t  s q u a r e s  i s  "lÿ
t h a t  ' i t  e n a b l e s  i n f o r m a t i o n  f r o m  mo r e  t h a n  s i x  
s t a r - m e a s u r e m e n t s  t o  b e  c o m b i n e d .  An a d d e d  a d v a n t a g e  
i s  t h a t  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  r e s u l t s  c a n  t h e n  be  c h e c k e d  
o n  e a c h  i n d i v i d u a l  s t a r .  ( I f  o n l y  s i x  s t a r s  had b e e n
u s e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  t w e l v e  p l a t e - c o n s t a n t  s ,  t h e
r e s u l t s  w o u l d  i n e v i t a b l y  h a v e  b e e n  e x a c t l y  c o r r e c t  f o r  
t h o s e  s i x  s t a r s ,  w i t h o u t  n e c e s s a r i l y  b e i n g  a c c u r a t e  
o v e r  t h e  r e s t  o f  t h e  p l a t e . )
H a v i n g  c a l c u l a t e d  t h e  p l a t e - c o n s t a n t s ,  t h e r e f o r e ,  
t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m  f i r s t  a p p l i e d  t h e m t o  t  he  m e a s u r e d  
c o o r d i n a t e s  o f  e a c h  r e f e r e n c e  s t a r  i n  t u r n ,  a n d  
c a l c u l a t e d  i t s  c e l e s t i a l  c o o r d i n a t e s  a c c o r d i n g  t o  t h e  
m e t h o d  d e s c r i b e d  a b o v e  f o r  t h e  m i n o r  p l a n e t .  T h e s e  'ff
w e r e  t h e n  c ompa r ' e d  w i t h  t h e  t r u e  ( c a t a l o g u e d )  c e l e s t i a l  
p o s i t i o n  o f  t h e  s t a r ,  a n d  t h e  e r r o r  i n  p o s i t i o n  was  
c a l c u l a t e d .
F o l l o w i n g  an i d e a  by  Dodd ( 1 9 7 2 ) ,  t h i s  i n f o r m a t i o n  
wa s  t h e n  u s e d  t o  r e f i n e  t h e  c o n s t a n t s .  At  t h e  f i r s t  
s t a g e ,  a ny  s t a r  w h i c h  g a v e  an e r r o r  o f  mo r e  t h a n  0 , 0 1  
r a d i a n s  wa s  d r o p p e d  f r o m  t h e  l i s t  o f  r e f e r e n c e  s t a r s .
The  e n t i r e  p r o c e d u r e  wa s  t h e n  r e p e a t e d ,  and a new s e t  
o f  c o n s t a n t s  c a l c u l a t e d .  T h i s  t i m e  a ny  s t a r  w i t h  an 
e r r o r  o f  mo r e  t h a n  0 , 0 0  01 r a d i a n s  was o m i t t e d .  A f t e r  a
' - - d  ' ' ' ' ' ''t' y^'fW :". % y
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;' t h i r d  c a l c u l a t i o n ,  a n y  s t a r  w i t h  an e r r o r  o f  mo r e  t h a n .
0 . 0  00 0 0 5  r a d i a n s  ( a b o u t  1 ” a r c )  wa s  o m i t t e d ,  a nd  t h e
;; ' f o l l o w i n g  c a l c u l a t i o n  p r o d u c e d  t h e  f i n a l  s e t  o f  p l a t e
c o n s t a n t s .  T h e n ,  a nd  o n l y  t h e n ,  w e r e  t h e  c o n s t a n t s  
a p p l i e d  t o  t h e  m e a s u r e d  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  m i n o r  
p l a n e t ,  a n d  i t s  c e l e s t i a l  c o o r d i n a t e s  c a l c u l a t e d .
T h i s  p r o c e d u r e  e n s u r e d  a g a i n s t  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  
a n y  o n e  s t a r ,  e v e n  i f  m e a s u r e d  v e r y  a c c u r a t e l y  ( i . e .  
h a v i n g  a l a r g e  w e i g h t ) ,  d i s t o r t i n g  t h e  p l a t e - c o n s t a n t  s 
f o r  s o me  r e a s o n  ( p e r h a p s  b e c a u s e  i m p e r f e c t i o n s  i n  t h e  
t e l e s c o p e  o p t i c s  c a u s e d  i t s  i m a g e  t o  b e  m i s p l a c e d ) .  I n  
p r a c t i c e  o n l y  o n e  o r  t w o  s t a r s  w e r e  o m i t t e d ,  i f  a n y ,  
u s u a l l y  a t  t h e  f i n a l  s t a g e .
At t h e  e n d ,  t h e  a v e r a g e  w e i g h t s  i n  x a n d  y o f  a l l  
t h e  r e m a i n i n g  s t a r s  w e r e  c a l c u l a t e d ,  t o  g i v e  an  
i n d i c a t i o n  o f  t h e  l i k e l y  a c c u r a c y  o f  t h e  r e s u l t ,  
i n d e p e n d e n t  o f  t h e  c a l c u l a t e d :  " e r r o r s " .
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A s d e  s c r i b e d  on  p a g e  3 4 ,  e a c h  p l a t e  wa s m e a s u r e d  
t w i c e ,  a n d  t h e  e n t i r e  p r o c e s s  o f  d e r i v i n g  t h e  p l a t e  
c o n s t a n t s  and c a l c u l a t i n g  t h e  c e l e s t i a l  p o s i t i o n  o f  t h e  
m i n o r  p l a n e t  was  c a r r i e d  o u t  t w i c e .  T h u s ,  f o r  e a c h
p l a t e ,  t w o  p o s i t i o n s  f o r  t h e  m i n o r  p l a n e t  w e r e
o b t a i n e d ,  e a c h  w i t h  i t s  own u n c e r t a i n t i e s  i n  a nd  6 .  
The  p r o b l e m  t h e n  a r o s e  o f  how t o  c o m b i n e  t h e s e  i n t o  o n e  
p o s i t i o n ,  and how t o  d e t e r m i n e  t h e  u n c e r t a i n t y  i n  t h a t  
p o s i t i o n .  I t  may h a p p e n  t h a t  t h e  t w o  v a l u e s  o f  t h e
p o s i t i o n  e a c h  h a v e  v e r y  s m a l l  u n c e r t a i n t i e s ,  b u t  a r e  
r a t h e r  w i d e l y  s e p a r a t e d ;  c l e a r l y ,  t h e  c o m b i n e d  p o s i t i o n  
m u s t  h a v e  a r a t h e r  l a r g e  u n c e r t a i n t y .  S i m i l a r l y ,  t w o  
v a l u e s  e a c h  w i t h  l a r g e  u n c e r t a i n t i e s ,  b u t  a g r e e i n g  
c l o s e l y ,  g i v e  a c o m b i n e d  p o s i t i o n  w h i c h  i s  p r o b a b l y
m o r e  a c c u r a t e  t h a n  t h e  u n c e r t a i n t i e s  w o u l d  i n d i c a t e .  
T h i s  p r o b l e m  i s  a p p r o a c h e d  a s  f o l l o w s .
We t r e a t  e a c h  c o o r d i n a t e ,  a n d  6 ,^ s e p a r a t e l y .  To  
s i m p l i f y  t h e  n o t a t i o n ,  we  w i l l  c a l l  t h e  f i r s t  v a l u e  o f  
t h e  c o o r d i n a t e  X ,  w i t h  an a s s o c i a t e d  u n c e r t a i n t y  o f  dX,  
a n d  t h e  s e c o n d  v a l u e  Y ,  w i t h  an a s s o c i a t e d  u n c e r t a i n t y  
o f  d Y. We w i s h  t o  o b t a i n  a c o m b i n e d  v a l u e  Z a nd  i t s  
u r ^ c e r t a i n t y  d Z ,
.f
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I f  t h e  v a l u e s  o f  X a n d  Y w e r e  n o t  t h e  r e s u l t  o f  
c o m p l e x  c a l c u l a t i o n s ,  b u t  h a d  b e e n  o b t a i n e d  by s i m p l y  
a v e r a g i n g ,  s a y ,  n o b s e r v a t i o n s  x , a nd  m o b s e r v a t i o n s  
y ; ,  t h e n  we w o u l d  h a v e
n  m
X =  a n d  Y = ---------
n m
The  C O r r e s p o n d i n g  u n c e r t a i n t i e s  dX a n d  dY w o u l d  s i m p l y  
b e  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  |
t ( K : - X ) ‘ | ( y , - V , )  '|
dX = and d Y ~ -------- ------ ------
n m
The  c o m b i n e d  v a l u e  Z w o u l d  t h e n  be  o b t a i n e d  by  j
a v e r a g i n g  a l l  o f  t h e  n+m o b s e r v a t i o n s ,  a n d  i t s  4
u n c e r t a i n t y  dZ w o u l d  be  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  o f  t h i s
Ma v e r a g i n g :
, .  ':!
n f  m '
m
B u t  ZXI -  nX a n d  Zy, -  ~ mY•,=,i 1*1
n X f  m Y
s o  Z ~ ---------------
n + m
n + m
a. <~ Ms o  ( n + m) dZ -  zTx.^ -  2 Z % x ; + nZ
Now n dX ~ Z ( X : - X )'i^ -t
VI':: ■ r- :
Z (  X , -  Z +  Z ( y ,  - Z ) ^  
=  2 L --------------------------------- ---------------------------- s
1%^
2 nX
nX
= n ( dxs 0
S i m i l a r l y
m
m ( d Y
60
( n X + m Y )
n + m
n X  ^ffi Y
m Y
( n + m)n  fn
dY nX
n X + m Y
C n  +  rn )2 ( IIX t  m Y )
n + m
( nX+mY)
dY nX
( n X t  m Y )
n ni < X
dY
n H-ni
nm
nrn
T he se
a nd w e r e a n
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I n  f  a c t  f s i n c e  X a n d  Y ( t h e  t wo  v a l u e s  f o r  e i t h e r  
o f  t h e  c o m p o n e n t s  c4 o r  6 )  a r e  n o t  o b t a i n e d  by s i m p l e  
a v e r a g i n g ,  we c a n n o t  e v a l u a t e  1 and dZ b e c a u s e  we do
n o t  h a v e  v a l u e s  f o r  n a n d  m . H o w e v e r ,  we do h a v e
w e i g h t i n g  f a c t o r s »
A s e x p l a i n e d  a b o v e ,  e a c h  r e f e r e n c e  s t a r  was  
a s s i g n e d  a w e i g h t  w i n  e a c h  c o o r d i n a t e  x a n d  y .  As t h e  
c o m p u t e r  p r o g r a m  c a l c u l a t e d  a nd  r e f i n e d  t h e  p l a t e  
c o n s t a n t s ,  i t  e l i m i n a t e d  s o me  o f  t h e  r e f e r e n c e  s t a r s .  
At  t h e  e n d  o f  t  he p r o g  r  a m ,  t h e  a v e r a g e  w e i g h t s  o f  a l l  
t h e  r e m a i n i n g  r e f e r e n c e  s t a r s  i n  b o t h  c o o r d i n a t e s  w e r e  
f o u n d .  I f  a p o s i t i o n  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  h i g h  a v e r a g e  
w e i g h t s ,  t h i s  i n d i c a t e s  t h- at  r e f e r e n c e  s t a r s  w i t h
m a i n l y  h i g h  w e i g h t s  -  t h a t  i s ,  w i t h  l o w u n c e r t a i n t i e s  
i n  t h e i r  m e a s u r e m e n t s  -  w e r e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  i t .  I t  
t h e r e f o r e  s e e ms  r e a s o n a b l e  t o  t r e a t  t h e  a v e r a g e  w e i g h t s  
i n  t h e  t w o  c o o r d i n a t e s  a s  w e i g h t i n g  f a c t o r s  f o r  t h e  t wo  
c o o r d i n a t e s  o f  t h e  p l a n e t  * s p o s i t i o n .
R e t u r n i n g  t o  o u r  h y p o t h e t i c a l  s i t u a t i o n  w h e r e  t h e  
t w o  v a l u e s  f o r  e i t l i e r  o f  t h e  c o o r d i n a t e s  w e r e  f o u n d  by  
s i m p l e  a v e r a g i n g ,  we m i g h t  a s s i g n  w e i g h t s  i n  t h i s  c a s e  
t o  b e  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  n u mb e r  o f  o b s e r v a t i o n s  t h a t  
w e r e  a v e r a g e d .  So we w o u l d  h a v e
a n d  Wy -  K m
w h e r e  K i s  s o me  c o n s t a n t .  We c a n  t h e n  w r i t e
____
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nX+mY
n î- m
K WvX + K WyY
( w y *5- Wy )
w y X W y Y
Wy + Wy
K ' w V d x /  4 K w w d Y
K ( w y W y )
-K w y W y ^
- | .  (X'™Y )
K ( Wy 4- Wy )
( X - Y )
Wy+Wy (  W y +  W y )
S o ,  by  t a k i n g  t h e  a v e r a g e  w e i g h t  o f  t h e  r e f e r e n c e  
s t a r s ,  i n  e a c h  c o o r d i n a t e ,  t o  be  t h e  w e i g h t  w i n  t h a t  
c o o r d i n a t e ,  f o r  e a c h  o f  t h e  t w o  o b s e r v a t i o n s ,  we c a n  
c a l c u l a t e  a c o m b i n e d  v a l u e  f o r  t h a t  c o o r d i n a t e ,  Z,  and  
an a s s o c i a t e d  u n c e r t a i n t y  dZ,  I t  w i l l  be n o t i c e d  t h a t  
t h e  e x p r e s s i o n  f o r  dZ c o n t a i n s  t wo  t e r m s ,  : t he  f i r s t  
b e i n g  e f f e c t i v e l y  a w e i g h t e d  a v e r a g e  o f  t h e  
u n c e r t a i n t i e s  i n  t h e  t w o  v a l u e s  b e i n g  c o m b i n e d ,  and t h e  
s e c o n d  d e p e n d i n g  on t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  t w o  
v a l u e s .  T h e s e  me a n s  t h a t  w h e t h e r  t h e  o r i g i n a l  v a l u e s  
h a v e  l a r g e  u n c e r t a i n t i e s ,  o r  w h e t h e r  t h e y  h a v e  s m a l l  
u n c e r t a i n t i e s  b u t  do* n o t  a g r e e  w e l l ,  t h e  f i n a l  v a l u e  
h a s  a c o r r e s p o n d i n g l y  l a r g e  u n c e r t a i n t y .  O n l y  i f  t h e  
t w o  o r i g i n a l  v a l u e s  h a v e  s m a l l  u n c e r t a i n t i e s  a n d  a r e  
a l s o  i n  g o o d  a g r e e m e n t ,  w i l l  t h e  f i n a l  v a l u e  h a v e  a 
s m a l l  u n c e r t a i n t y .
i
i-i '-i”
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F i n a l l y ,  t o  r e s t a t e  t h e s e  r e s u l t s  i n  t h e  n o t a t i o n  
a c t u a l l y  use, el s We h a v e  t w o  p o s i t i o n s ,  ( ^ , ) a nd
( G T, ) fi w i t h  t h e i r  a s s o c i a t e d  u n c e r t a i n t i e s  
d ,  d S , ,  doZ^and dS^«  We a l s o  h a v e  a v e r a g e  w e i g h t s  i n
X a nd  y f o r  e a c h  m e a s u r e m e n t  o f  t h e  p l a t e ,
( Wy) ,  ,  ( wy ) ,  ,  ( Wy a n d  ( w y )  ^ . We t a k e  t h e  w e i g h t s  i n
X t o  a p p l y  t o  t h e  c o o r d i n a t e s  oZ a n d  t h o s e  i n  y t o  a p p l y  
t o  G. We c o m b i n e  t h e s e  t wo  r e s u l t s  t o  g i v e  a f i n a l  
p o s i t i o n  (p(,  S ) ,  w i t h  u n c e r t a i n t i e s  doC a n d  d 6 by  t h e  
f o r m u l a e :
U
dX.
C Wy ), cZ , 4" ( Wy -tj
( W y ) , 4- ( w X
( Wy ), S', 4- (Wy
( Wy) ,  4- (Wy)^
( W X ), doZ / 4- ( Wy d
( W X ), 4* ( W X ) t
( Wy) ,  dS/ "  + ( Wy X i d S *
(Wy ), 4- (Wy)^
( W X ), ( W X )g
( ( Wx) ,  +
( W y ) , ( W y )^
( ( W y ) , 4- ( Wy ) ^ )
The  c o m b i n e d  r e s u l t s  f o r  e a c h  p l a t e  m e a s u r e d  a r e  l i s t e d  
i n  t a b l e  3 .
As a c h e c k ,  t h e  m e a s u r e m e n t  and r e d u c t i o n  
t e c h n i q u e s  d e s c r i b e d  a b o v e  w e r e  a p p l i e d ,  t o  a f i e l d  o f
- A--., . . . .  ,.
. •'• : '.*'• * . ‘ i  ♦• , ■ '  'I- • .i,' ‘ ^ ‘ -• ■ ' r «»■.«' I *.«= ' :. . »^ t ' I'.:;: -“■'
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s t a r s  w h o s e  p o s i t i o n s  w e r e  w e l l  k n o w n ,  n a m e l y  t h e  
P l e i a d e s  c l u s t e r .  The  d e t a i l s  and r e s u l t s  o f  t h e s e
m e a s u r e m e n t s  a r e  f o u n d  i n  a p p e n d i x  2 ,  The  c a l c u l a t e d  
p o s i t i o n s  o f  t h e  s t a r s  w e r e  f o u n d  t o  b e  a c c u r a t e  t o  
l e s s  t h a n  h a l f  a s e c o n d  o f  a r c .
___  __  _______________________________ _
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The  s e q u e n c e  o f  o b s e r v a t i o n s ,  m e a s u r e m e n t s  a n d  
r e d u c t i o n s  d e s c r i b e d  a b o v e  l e d  t o  a s e t  o f  p o s i t i o n s  
f o r  e a c h  m i n o r  p l a n e t ,  a t  d i f f e r e n t  t i m e s ,  e a c h  w i t h  
i t s  own a s s o c i a t e d  e r r o r .  T h e s e  w e r e  now u s e d  t o  
d e t e r m i n e  t h e  o r b i t  f o r  e a c h  m i n o r  p l a n e t ;  i n  t h e  c a s e  
o f  ( 9 0 9 )  U l l a  a n d  ( 3 3 4 )  C h i c a g o ,  t wo  o r b i t s  c o u l d  be  
d e t e r m i n e d ,  f o r  t h e  t w o  s u c c e s s i v e  w i n t e r s  i n  w h i c h
t h e y  w e r e  o b s e r v e d .
Fo r  e a c h  p l a n e t ,  t h r e e  p o s i t i o n s  w e r e  c h o s e n ,  t o  
d e t e r m i n e  a p r e l i m i n a r y  o r b i t ,  by  G a u s s "  m e t h o d .  One  
o f  a s e r i e s  o f  c o m p u t e r  p r o g r a m s  d e v e l o p e d  by W a t s o n  
( 1 9 7 4 )  was u s e d  t o  c a l c u l a t e  t h e s e  o r b i t s .  I d e a l l y ,  
t h e  t h r e e  o b s e r v a t i o n s  c h o s e n  f o r  e a c h  p l a n e t  s h o u l d  
h a v e  b e e n  o f  e q u a l  w e i g h t  ( i . e .  s i m i l a r  e r r o r s )  a nd  ;,.j
e q u a l l y  s e p a r a t e d  i n  t i m e ,  p r e f e r a b l y  by f o r t n i g h t  j
i n t e r v a l s .  T h i s  c o u l d  n o t  be  a c h i e v e d  f o r  a l l  t h e  '*1
m i n o r  p l a n e t s  u n d e r  i n v e s t i g a t i o n ;  t h e  p o s i t i o n s  I
illa v a i l a b l e  t e n d e d  t o  be g r o u p e d  t o g e t h e r  a t  i n t e r v a l s  o f  I
a b o u t  a m o n t h  ( s i n c e  t h e y  w e r e  a l l  o b t a i n e d  a r o u n d  new ^I
m o o n ) .  Whe r e  p o s s i b l e ,  t h r e e  p o s i t i o n s  w e r e  t a k e n  f r o m  i■' "'Mfi
s u c c e s s i v e  m o n t h s ;  w h e r e  a c h o i c e  o f  p o s i t i o n s  was  
a v a i l a b l e  i n  a n y  o n e  m o n t h ,  t h e  p o s i t i o n  w i t h  t h e  j
s m a l l e s t  e r r o r  was s e l e c t e d .  j
The  p o s i t i o n s  c h o s e n  f o r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  j
p r e l i m i n a r y  o r b i t  o f  e a c h  p l a n e t  a r e  shown b e l o w ,  '
I■Æ
T'tivy ,':-
6 6 "WKiC
p l a t e  d a t e U. T . R « A. do( d e c «
( 8 7 )  S y l v i a
k A y y 0 / It n9 9  2 8 / 1 1 / 7 3 01 21 34 6 37 2 9 . 5 8 2 0 . 0 6 5 + 27 1 5 3 4 . 0 0 0 . 2 6
1 0 2  2 4 / 1 2 / 7 3 0 0 4 5 40 6 17 4 7 . 9 5 6 0 . 0 3 5 + 28 34 5 8 . 3 4 0 . 1 5
1 1 5  1 7 /  1 / 7 4 1 9 4 0 46 5 57 5 0 . 5 4 7 0 . 0 3 1 + 29 1 8 4 2 . 8 1 0 . 1 5
( 1 0 7 )  C a m i l l a
9 8  2 8 / 1 1 / 7 3 0 0 54 39 6 48 5 4 . 4 0 0 0 . 0 3 3 + 9 3 7 44 . 0 4 0 . 5 7
1 0 7  3 0 / 1 2 / 7 3 01 1 2 1 6 6 27 5 7 . 5 5 1 0 . 0 2 3 + 9 24 3 9 . 3 9 0 . 1 5
1 1 4  1 7 /  1 / 7 4 19 1 4 0 0 6 14 2 8 . 5 3 5 0 . 0 2 9 + 10 4 3 . 2 3 0 . 3 1
( 3 3 4 )  C h i c a g o ( 1 9 7 1 - 1 9 7 2 ) i
1 9  1 4 /  1 / 7 2 21 41 28 5 38 5 7 . 7 0 2 0 . 2 2 0 + 19 34 3 7 . 4 8 0 . 6 1
2 3 a 2 0 /  1 / 7 2 0 0 1 7 1 9 5 36 2 0 . 2 4 5 0 . 0 2 6 + 19 3 8 5 2 . 3 4 0 . 7 8
2 6  2 0 /  1 / 7 2 23 0 7 54 5 35 5 3 . 6 2 4 0 . 0 2 4 + 19 3 9 4 3 . 0 4 0 . 3 7
( 3 3 4 )  C h i c a g o ( 1 9 7 2 - 1 9 7 3 ) '■Z
43  7 /  2 / 7 3 01 20 1 2 9 1 7 3 4 . 2 6 2 0 . 0 2 2 + 16 27 5 . 7 8 0 . 1 0 ■'in
4 9  2 8 /  2 / 7 3 0 3 4 0 01 9 4 2 7 . 3 6 7 0 . 0 1  8 + 17 4 0 3 5 . 2 9 0 . 3 7
53  8 /  3 / 7 3 0 2 4 7 37 9 0 3 2 . 7 0 1 0 . 0 4 1 + 18 2 9 . 7 3 0 . 4 1
( 4 1 4 )  L i r i o p e -i
85  2 7 / 1 0 / 7 3 0 0 02 57 4 56 1 1 . 2 7 4 0 . 0 1  7 + 1 2 5 3 5 9 . 7 4 0 . 3 8
9 7  2 8 / 1 1 / 7 3 0 0 25 44 4 36 3 1 . 6 9 0 0 . 0 3 0 + 12 30 1 2 . 3 0 0 . 9 3
101 2 4 / 1 2 / 7 3 0 0 1 2 14 4 1 7 4 . 7 6 8 0 . 0 3 3 + 12 52 5 6 . 3 0 0 . 1 9
( 9 0 9 )  U l l a  ( 1 9 7 1 - 1 9 7 2 )
13  2 2 / 1 2 / 7 1  
25  2 0 / ; 1 / 7 2  
3 3 a 1 2 /  2 / 7 2
0 2  0 3  0 2  8 14 9 . 8 8 0  0 . 0 1 4
0 3  24  4 9  7 55 3 0 . 2 3 6  0 . 0 3 2
21 8 13 7 40 3 . 4 1 6  0 . 0 1 5
+ 6  13  4 7 . 8 5  
+ 8 12  3 9 . 0 0  
+1 0  3 8  2 3 . 0 5
0 . 2 1  '"Ê 
0 . 2 0  
0 . 1 5  :i;'i
p l a t e  d a t e  U. T R . A
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( 9 0 9 )  U l l a  ( 1 9 7 2 - 1 9 7 3 )
k $ k S f a / II „ ,.
4 6  1 0 /  2 / 7 3  0 0  42  2 8  1 2 4 1 5 . 1  73  0 . 0 8 6  + 9 23  57 . 2 5  0 .  5 8 / ^
54  8 /  3 / 7 3  0 3  1 8  32 11 51 5 6 . 5 8 4  0 . 0 8 0  + 1 2  39  2 7 . 6 1  0 . 3 5  ^
57  2 4 /  3 / 7 3  22  31 18  11 41 3 8 . 9 8 1  0 . 0 1 3  + 1 4  35  3 6 . 7 5  0 . 1 3 % '
( 1 5  7 4 )  Me y e r
36 8 / 9 / 7 2 GO 1 6 8 0 0 37 3 3 . 7 3 9 0 . 1 0 9 + 21 4 7 1 3 . 9 0 1 . 5 3
3 8 8 / 9 / 7 2 01 2 9 57 0 0 37 3 2 . 0 4 0 0 . 1 1 6 + 21 4 7 7 . 0 9 0 . 7 1 .
40 9 / 9 / 7 2 23 22 25 0 0 36 3 1 ; 7 2 9 0 . 0 8 5 + 21 4 3 1 0 . 8 0 0 . 3 1
I t  wa s  c l e a r  t h a t  t h e  d a t a  f o r  ( 3 3 4 )  C h i c a g o  i n  
t h e  f i r s t  s e a s o n ,  a nd  f o r  ( 1 5 7 4 )  M e y e r ,  w e r e  l i k e l y  t o  
be  i n a d e q u a t e ,  a s  t h e y  c o v e r e d  v e r y  s h o r t  
t i m e - i  n t e r V a I s . ( I n  t h e  c a s e  o f  ( 1 5 7 4 )  M e y e r ,  t h e s e  
w e r e  i n  f a c t  t h e  o n l y  t h r e e  o b s e r v a t i o n s  o b t  a i  ne  d . )  The
d a t a  f o r  ( 3 3 4 )  C h i c a g o  i n  t h e  s e c o n d  s e a s o n  w e r e  a l s o
l i k e l y  t o  g i v e  u n r e l i a b l e  r e s u l t s ,  as  t h e y  w e r e
c o n f i n e d  t o  a s i n g l e  m o n t h .  I n  t h e  e v e n t ,  n o  o r b i t  a t  
a l l  c o u l d  be  o b t a i n e d  f o r  ( 1 5 7 4 )  M e y e r ;  b o t h  s e t s  o f  
d a t a  f o r  ( 3 3 4 ) C h i c a g o  d i d  p r o d u c e  o r b i t s ,  b u t  t h e y
d i f f e r e d  r a t h e r  w i d e l y .
The  r e s u l t s  o f  t h e  p r e l i m i n a r y  o r b i t  c a l c u l a t i o n s  
a r e  s h o w n  b e l o w .
'  - V - •■.-■'■ ■* ■
( 8 7 )  S y l v i a
t  = Oh 1 4  Nov 1 9 7 3  
M = 9 1 : 8 7 7 5 6 5
w = 2 7 2 : 0 3 0 6 0 3  
A  = 7 3 : 3 4 5 9 0 0
i = 1 0 : 8 9 6 4 8 9
e = 0 . 0 9 2 9 3 6  
a = 3 . 4 8 0 7 8 0
. >
( 1 0 7 )  C a m i l l a
t  = Oh 14 Nov 19  7 3 
M = 3 4 6 : 0 3 0 6 7 2  
W = 2 9 1 : 2 0 3 5 4 4  
f l  -  1 7 4 : 0 7 4 5 1  1 
i = 9 : 9 4 7 8 4 4
e = 0 . 0 7 3 2 4 0  
a = 3 . 4 8 8 9 7 4
I
( 3 3 4 )  C h i c a g o  ( 1 9 7 1 - 1 9 7 2 )
t  " Oh 6 S e p  1 9 7 1  
M = 2 9 8 : 8 0 8 4 8 1  
w = 2 7 : 3 8 7 4 7 2
a  = 1 3 6 : 6 6 3 1 1 4  
i = 4 : 1 2 2 1 0 8
e = 0 . 2 4 4 2 8 8  
a = 4 . 3 6 6 5 6 9
( 3 3 4 )  C h i c a g o  ( 1 9 7 2 - 1 9 7 3 )
t  = Oh 1 0  O c t  1 9 7 2  
M = 1 4 2 : 0 3 7 2 2 8  
w = 2 0 4 : 8 1 0 2 1 1  
n =  1 3 1 : 1 3 7 0 7 2  
i  = 4 : 8 9 7 7 6 1
e = 0 . 0 7 9 0 8 8  
0 = 3 . 8 1 4  4 8 7
( 4 1 4 )  L i r i o p e
t  = Oh 14  Nov 1 9 7 3  
M = 3 5 ? f l 4 1 9 4 2  
w = 3 1 7 : 2 5 4 1 0 8  
a  = 1 1 1 : 3 3 8 8 7 2  
i = 9 J 5 2 3 3 0 8
e = 0 . 0 8 6 5 8 9  
a = 3 . 4 9 8 7 5 8
( 9 0 9 )  U l l a  ( 1 9 7 1 - 1 9 7 2 )
t
M
CJ
A
i
e
a
Oh I 
73  
2 2 6  
1 4 6  
18
S e p  1 9 7 1  
82  5 8 8 6  
9 9 6 7 5 3  
8 4 9 7 3 9  
8 1 1 9 1 7
0 . 0 8 9 3 8 5  
3 . 5 4  5 2 2 8
6 9
( 9 0 9 )  U l l a  ( 1 9 7 2 - 1 9 7 3 )
t  = Oh 1 0  Oc t  1 9 7 2  
M = 1 3 0 : 6 3 6 9 9 7  
w = 2 2 8 : 7 7 7 1 5 6  
n  = 1 4 6 : 9 2 1 1 8 3  
i = 1 8 : 7 4 1 3 6 4
e = 0 . 0 9 1 5 0 2  
a = 3 . 5 4 6 4 3 3
..'A'"
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S i n c e ,  i n  mo s t  c a s e s ,  mo r e  t h a n  t h r e e  p o s i t i o n s  o f  
t h e  m i n o r  p l a n e t  w e r e  a v a i l a b l e ,  t h e  n e x t  s t e p  was t o  
u s e  t h e  r e m a i n i n g  p o s i t i o n s  t o  i m p r o v e  t h e  o r b i t .
A n o t h e r  o f  t h e  p r o g r a m s  w r i t t e n  by  Wa t s o n  ( 1 9 7 4 )  was  
u s e d  f o r  t h i s ;  i t  u s e s  t h e  m e t h o d  d e v i s e d  by P o r t e r  
( 1 9 4 9 )  f o r  c a l c u l a t i n g  c o r r e c t i o n s  t o  t h e  o r b i t a l  
e l e m e n t s .  I n  e a c h  c a s e ,  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  
p r e l i m i n a r y  o r b i t  w e r e  f e d  i n ,  t o g e t h e r  w i t h  a l l  t h e  
a v a i l a b l e  p o s i t i o n s  ( i n c l u d i n g  t h e  t h r e e  w h i c h  w e r e  
u s e d  i n  t h e  p r e l i m i n a r y  c a l c u l a t i o n ) ,  " Th e  p r o g r a m  
c a l c u l a t e d  t h e  r e s i d u a l s  o f  t h e  v a r i o u s  p o s i t i o n s  f r o m  
t h e  o r i g i n a l  o r b i t  ( t h e y  w e r e  n e c e s s a r i l y  z e r o ,  o r  
a l m o s t  s o ,  f o r  t h e  t h r e e  p o s i t i o n s  a l r e a d y  u s e d ) ;  t h e n ,  
a f t e r  c a l c u l a t i n g  t h e  c o r r e c t i o n s  t o  t h e  o r b i t a l  
e l e m e n t s ,  i t  r e - c a l c u l a t e d  t h e  r e s i d u a l s ,  t h i s  t i m e  
f r o m  t h e  " i m p r o v e d "  o r b i t .
U n f o r t u n a t e l y  t h i s  p r o g r a m d i d  n o t  a l w a y s  p r o d u c e  
t h e  r e q u i r e d  r e s u l t s ;  f o r  e x a m p l e ,  i f  a ny  o f  t h e  
o r i g i n a l  r e s i d u a l s  we r e  t o o  l a r g e ,  t h e  " i m p r o v e d "  o r b i t  
was  l i a b l e  t o  g i v e  c o n s i d e r a b l y  w o r s e  p o s i t i o n s  t h a n  
t h e  o r i g i n a l  o n e .  In s ome c a s e s ,  t h i s  c o u l d  be  
p r e v e n t e d  by r e m o v i n g  t h o s e  o b s e r v a t i o n s  w h i c h  g a v e  t h e  
l a r g e s t  o r i g i n a l  r e s i d u a l s .  In o t h e r  c a s e s ,  b e t t e r  
r e s u l t s  we r e  o b t a i n e d  by v a r y i n g  t h e  c h o i c e  o f  t h r e e  
p o s i t  i Q ns  f o r  t h e  p r e l i m i n a r y  ■ o r b i t  de t e r  mi n a t  i o n .  
V a r i o u s  o r b i t s  w e r e  t h u s  o b t a i n e d  f o r  e a c h  p l a n e t ,  and  
t h a t  o n e  c h o s e n  w h i c h  g a v e  t h e  s m a l l e s t  r e s i d u a l s  f o r  
a l l  t h e  a v a i l a b l e  o b s e r v a t i o n s .
Wax ‘À X .
. v / / '
. . . .  ,  . .  . . . . . . . . .  y .  . , . . ,  . ,  . . . . .
The  f i n a l  o r b i t s  d e t e r m i n e d  f o r  t h e  p l a n e t s  a r e
I '■ s h o wn  b e l o w ,  t o g e t h e r  w i t h  a l i s t  o f  t h e  o b s e r v a t i o n s
u s e d  i n  t h e  d e t e r m i n a t i o n ,  a nd  a l i s t  o f  t h e  r e s i d u a l s
i n  a l l  t h e  a v a i l a b l e  o b s e r v a t i o n s  c a l c u l a t e d  f r o m t h a t  
o r b i t .  Fo r  c o m p a r i s o n ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  e l e m e n t s  f r o m  
t h e  " E p h e m e r  i  d e s  o f  M i n o r  P l a n e t s "  a r e  g i v e n  a l o n g s i d e  
i n  b r a c k e t s ;  t h e  me a n  a n o m a l y  M i s  e x t r a p o l a t e d  t o  t h e  
e p o c h  o f  t h e  new o r b i t ,  u s i n g  t h e  mean d a i l y  m o t i o n  
g i v e n  i n  t h e  " E p h e r n e r i d e s  o f  Mi n o r  P l a n e t s " .  In t h e
c a s e  o f  ( 9 0  9 )  U l l a , .  a new o r b i t  wa s  p u b l i s h e d  i n  t h e
" E p h e r n e r i d e s  o f  Mi n o r  P l a n e t s "  f o r  1 9 7 7 ;  b o t h  a r e  s h o wn  
h e r e .
■1'. t ' l h ; 1 ,f .. A..;-,.;/.;.
A .
( 8 7 )  S y l v i a
72
e = O'v.094 4 6 0 4  7 
a = 3 . 4 8 1 5 5 5 4 4  
t  = Oh 14 Nov 1 9 7 3  
M = 9 1"  41 ' 2 6 : ' 7 9
w = 2 7 2  1 3 8 . 5 3
i = 1 0  54 2 8 . 5 9
A  = 7 3  21 5 3 . 2 8
( 0 . 0 9 9 )
( 3 . 4 8 1 2 )
( Oh 2 Dec 1 9 6 2 )  
( (  9 8 "  2 ' 5 0 ^ 4 ) )  
( 2 6 5  33  2 8 . 8 )
( 1 0  51 1 0 . 8 )  
( 7 4  4 4 4 . 4 )
O b s e r v a t i o n s  U s e d  t o  D e t e r m i n e  O r b i t
p l a t e  d a t e
9 9  2 8 / 1 1 / 7 3  
1 0 5  2 6 / 1 2 / 7 3
1 1 5  1 7 /  1 / 7 4
U . T .
0 1 ^ 2 1 ^ 3 4  
01 14  42  
19  4 0  4 6
R . A .  d^
6 ^ 3 7 ^ 2 9 ^ 5 8 2  0 : 0 6 5
6 16  2 . 0 6 9  0 . 0 2 9  
5 57 5 0 . 5 4 7  0 . 0 3 1
d e c .
+ 2 7 ' l 5 ' 3 4 j 0 0  
+ 2 8  3 9  5 7 . 4 8  
+ 2 9  1 8  4 2 . 8 1
d &
.  ' A0 . 2 6  " r  
0 . 3 6 i % g  
0 . 1 5
R e s i d u a l s  f r o m A l l  O b s e r v a t i o n s
p l a t e
9 0  
9 9  
10  2 
1 0 5  
1 0 8  
11 2 
11 5
d«(
- 2  J 90 
- 0 . 0 1  
+ 2 . 2 6  
- 0 . 0 1  
- 1 . 7 0  
- 0 . 9 8  
- 0 . 0 1
d S
- 0 / 4 1
- 0 . 0 0  
- 0 . 1 4  
- 0 . 0 0  
- 0 . 3 0  
+ 0 . 3 4  
- 0 . 0 0
7 3
( 1 0 7 )  C a m i l i a
O b s e r v a t i o n s  U s e d  t o  D e t e r m i n e  O r b i t
p l a t e  d a t e
9 8  2 8 / 1 1 / 7 3  
1 0 0  2 3 / 1 2 / 7 3
1 1 4  1 7 /  1 / 7 4
U . T .
0 0 S 4 " ' 3 9 ' '  
0 4  1 0  23  
19  14 0 0
R . A .
6^%8 ~5 4  / 4 0 0  
6 33  1 5 . 1 4 9  
6 14 2 8 . 5 3 5
d<k d e c .
0 f 0 3 3  + 9 * 3 7 ' 4 4 Z 0 4
0 . 0 2 3  + 9 1 8  3 6 . 3 3  
0 . 0 2 9  + 1 0  4 3 . 2 3
R e s i d u a l s  f r o m A l l  O b s e r v a t i o n s
p l a t e
9 8  
100 
1 0 4  
1 0 7  
11 1 
11 4
- d <7
- o J o o
- 0 . 0 0
- 0 . 2 7
- 1 . 3 7
- 0 . 6 2
- 0 . 0 0
d s
- o Z o o
- 0 . 0 0
- 0 . 5 7
- 0 . 0 5
- 0 . 4 7
- 0 . 0 0
: #
e " 0 . 0 7 3 2 7 7 5 1 ( 0 . 0 7 0 )
a = 3 . 4 8 8 8 2 3 4 6 ( 3 . 4  8 9 5 )
t  = Oh 14 Nov 1 9 7 3 ( Oh 15 J a n  1 9 4 7 )
M = 3 4 5  " 2 2 ' 5 5 : ' l 9 ( ( 3 3 3  " 4 0 ' 4 3 : % ) )
o  - 291  5 8  3 0 . 3 2 ( 3 0 3  34  1 5 . 6 )
9 56  5 5 . 7 4 ( 9 55  1 9 . 2 )
n  = 1 7 4  3 1 8 . 7 0 ( 1 7 4  3 9  5 0 . 4 )
d 5
0 ^ 5  7 
0 . 2 0  '  
0 . 3 1
i
i
:
4 -y,.' ÿ\:r ^, '7':-' ' i * x  : - * r
( 3 3 4 )  ^ C h i c a g o  ( 1 9 7 1 - 1 9 7 2 )
7 4
e = 0 . 2 4 4 2 8 7 5 0  
a = 4 . 3 6 6 5 6 9 0 9  
t = Oh 6 Se p  1971  
M = 2 9 8  " 4 8 ' 3 0 : ' 5 3  
(J = 2 7  23  1 4 . 9 0
i = 4 7 1 9 . 5 9
A =  1 3 6  3 9  4 7 . 2 1
( 0 . 0 5 7 )
( 3 . 8 8 5 4 )
( Oh 15 J a n  1 9 4 7 )  
( ( 1 3 7 " 1 3 ' 3 5 : ' 4 )  )
( 1 6 3  43  1 . 0 )
( 4 37 3 3 . 6 )
( 1 3 1  31 2 6 . 4 )
0 b s e r v a  t i o n s  U s e d  t o  D e t e r m i n e  O r b i t
p l a t e  d a t e
1 9  1 4 /  1 / 7 2  
2 3 b # 0 /  1 / 7 2  
2 6  2 0 /  1 / 7 2
U . T .
2 1 ^ 4 1 ~ 2 S '  
0 0  1 7  19  
2 3  0 7  54
R . A .  d</
5 ^ 3 8 ^ 5 7 ^ 7 0 2  0 ^ 2 2 0
5 36  2 0 . 2 4  5 0 . 0 2 6
d e c .
+ 1 9 ' 3 4 ' 3 7 ^ 4 8  
+ 1 9  3 8  5 2 . 3 4
o J ô i
0 . 7 8
5 35 5 3 . 6 2 4  0 . 0 2 4  + 1 9  39  4 3 . 0 4  0 . 3 7
R e s i d u a l s  f r o m A l l  O b s e r v a t i o n s
p l a t e d<7 d S
1 7
1 9 
20 
22
2 3(a) 
2 3(b) 
2 6
- 0 . 9 0  
+ 0 . 0 1  
+ 3 . 7 5  
+ 0 . 3 6  
+ 0 . 0 1  
+ 3 . 0 5  
+ 0 . 0 1
- 4 .  83  
+ 0 . 0 0  
- 0 .  26  
- 1 . 1 3  + 0 . 00 
+ 0 .  6 8  
+ 0 . 0 0
A.:
■ ' j  -‘ . '  ■- X., ■’- ■ •,-:
f J-./r'.
( 3 3 4 )  C h i c a g o  ( 1 9 7 2 - Î 9 7 3 )
0 ™ 0 . 0 7 9 0 8 8 5 3 ( 0 . 0 5 7 )
a = 3 . 8 1 4 4 8 6 7 8 ( 3 . 8 8 5 4 )
t ~ Oh 10 Oc t  1 9 7 2 ( Oh 15 J a n 1 9 4 7 )
M = 1 4 2 "  2 ' 1 4 : 0 2 ( ( 2 9 1 " 3 9 ' 17 : 4 )  )
w = 2 0 4  4 8  3 6 . 7 6 ( 1 6 3  43 1 - 2 0 )
i = 4 53  5 1 . 9 4 ( 4 37 33 . 6 )
A  = 131 1 0  1 . 4 6 ( 1 3 1  31 26 , 4 )
O b s e r v a t i o n s  U s e d  t o  D e t e r m i n e  O r b i t
7 5
p l a t e  d a t e
4 3  7 /  2 / 7 3
4 9  2 8 /  2 / 7 3  
5 3  8 /  3 / 7 3
U . T .
01^20^^12^  
0 3  4 0  01 
0 2  4 7  37
R . A ,
9 h 7 ' " 3 4 l 2 6 2
4 2 7 , 3 6 7  
0 3 2 . 7 0 1
d -7
0 f 0 2 2  
0 . 0 1  8 
0 . 0 4 1
d e c
5 " 7  8+ 16 2 7  
+ 1 7  4 0  3 5 . 2 9
+ 1 8 9 . 7
d^:
0 Jl 0 
0 . 2 6  
0 . 4 1
R e s i d u a l s  f r o m A l l  O b s e r v a t i o n s
p l a t e d<7 d^
4 3
4 7
4 9
51
5 3
+ 0 . 3 3  
+ 0 . 6 8  
+0 . 0 0  
+ 0 . 1 8  
+ 0 . 0 0
+ 0 . 0 3  + 0 . 02 
- 0 . 0 0  
- 0 .  52 
- 0 . 0 0
' : -y  - A z^;-'%a - "^. - % r ' %r '  ^ %::T% A^ :; v\y :-v-;
76
( 4 1 4 )  L i r i o p e
O b s e r v a t i o n s  U s e d  t o  D e t e r m i n e  O r b i t
e ™ 0 . 0 8 6 5 8 9 3 3 ( 0 . 0 7 7 )
a “ 3 . 4 9 8 8 1 8 7 4 ( 3 . 5 0 7 2 ) 4%%
t - Oh 14 Nov 1 9 7 3 (Oh 2 Dec 1 9 6 2 )
M = 3 5 7  ''10 '31 :'48 ( ( 3 5 9 " 2 7  ' 2 : 8 ) )
CJ = 3 1 7  13 1 2 . 6 9 ( 3 1 3  44 4 5 . 6 ) 4v^
i = 9 31 2 8 . 6 8 ( 9 32 3 1 . 2 )
a  = 111 19  5 7 . 8 8 ( 1 1 1  53 2 4 . 0 )
p l a t e  d a t e U. T e R » A , d d e c « d
81 2 2 / 1 0 / 7 3 21 ^ 53 ^^05 ^ 4 "^2 2 : 4 7 2 0 j 0 8 5 + 12 " 5 8 ' 5 7 ^ 5 9 0 J 79
82 2 2 / 1 0 / 7 3 22 2 3 30 4 57 2 2 . 2 2 5 0 . 0 6 1 + 1 2 58 5 6 . 7 0 0 . 5 2
83 2 6 / 1 0 / 7 3 23 0 0 37 4 56 1 2 . 1 7 8 0 . 0 4 8 + 12 54 1 . 6 5 0 . 3 7
85 2 7 / 1 0 / 7 3 0 0 02 57 4 56 1 1 . 2 7 4 0 . 0 1  7 + 1 2 53 5 9 . 7 4 0 . 3 8
86 2 9 / 1 0 / 7 3 02 0 6 4 4 4 55 2 6 . 4 6 5 0 . 0 4 2 + 12 51 31 . 5 6 0 . 2 5
88 2 3 / 1 1 / 7 3 04 3 4 1 6 4 4.0 1 8 . 8 0 9 0 .  2 3 0 + 12 30 5 9 . 7 3 1 . 3 9
97 2 8 / 1 1 / 7 3 0 0 25 44 4 36 3 1 . 6 9 0 0 . 0 3 0 + 12 30 1 2 . 3 0 0 . 9 3
101 2 4 / 1 , 2 / 7 3 0 0 1 2 14 4 17 4 . 7 6 8 0 ; 0 3 3 + 12 52 5 6 . 3 0 0 .  1 9
11 0 1 5 /  1 / 7 4 19 45 3 8 4 8 7 . 9 5 6 0 . 0 5 8 + 13 53 4 0 . 6 8 0 . 6 4
R e s i d u a l s  f r o m A l l  O b s e r v a t i o n s
p l a t e
81
82
83
85
86 
88  
97
101
1 1 0
do/
- 0  " 3 3
+ 0 . 6 7  
+ 0 . 1 2  
- 0 . 0 4  
- 0 . 1 4  
- 0 . 2 5  
+ 0 . 2 4  
- 0 . 0 6  
+ 0 . 0 0
d5
- 0 ^ 4 2  
+ 0 . 2 0  
- 0 . 6 8  
+ 0 . 4 3  
+ 0 . 5 2  
+ 0 .  56 
- 0 : 1 3  
- 0 . 3 3  
- 0 . 1 4
7 7
( 9 0 9 )  U l l a  ( 1 9 7 1 - 1 9 7 2 )
O b s e r v a t i o n s  U s e d  t o  D e t e r m i n e  O r b i t
p l a t e  . d a t e  U . T .  R . A .  d /  d e c .  d ^
1 3 2 2 / 1  2 / 7 1  0 2 ^ 0 3 * 0 2 '  8 ^ 1 4 ^  9 % 8 8 0  0 UO1 4  + 6 * 1 3 ' 4 7 ^ 8 5  0 ^ 2 1
24 2 0 /  1 / 7 2  0 2  3 8  56 7 55 31 . 4 8 6  0 .  0 3 4  + 8 1 2 27 . 7 2  0 . 1  5
33&% 2 /  2 / 7 2  21 8 1 3 7 40  3 .  41 6 0 . 0 1  5 + 1 0  3 8  2 3 . 0 5  0 . 1  5
R e s i d u a l s  f r o m A l l  O b s e r v a t i o n s
e = 0 . 0 9 0 6 8 5 1 1 ( 0 . 0 9 1 ) ( 0 . 0 9 3 )
a = 3 . 5 4 6 3 2 5 6 3 ( 3 . 5 4 5 3 ) ( 3 . 5 5 1 3 ) ' 't = Oh 6 Sep 1 9 7 1 ( Oh 24 May 1 9 6 8 ) ( Oh 2 Dec 1 9 6 2 )
M = 7 3  " 1 7 '  9 : % 7 ( (  7 1 " 3 7 ' 5 4 . ' ' 0 ) ) ( (  6 7 ' ' 3 0 ' 2 4 2 4 ) )
CJ - 2 2 7  22  1 3 . 9 9 ( 2 2 9  1 5 1 . 6 ) ( 2 3 2  6 7 . 2 )
18  4 8  6 . 1 0 ( 1 8  4 5  7 . 2 ) ( 1 8  4 7  4 2 . 0 ) ■1a  = 1 4 6  51 5 2 . 1 1 ( 1 4 6  58  4 . 8 ) ( 1 4 7  11 4 9 . 2 )
p l a t e d d 4
1 2 - 0  J o i + 1 . 4 6
1 3 + 0 . 5 6 + 1 . 0 0
1 4 + 0 . 8 6 + 0 . 3 1
1 5 + 0 . 6 4 - 0 . 2 6
1 6 + 0 . 1 2 - 0 . 2 8
24 - 0 . 0 6 - 0 . 9 7 '■1
25 + 2 . 1 9 - 0 . 3 1 . 0
27 - 0 . 0 9 - 0 . 9 5
2 9 + 0 . 3 3 - 0 . 8 2
31 + 0 . 3 8 - 0 . 0 2
3 3(a) - 0 . 0 7 - 0 . 3 8
... u3 3(b) + 0 . 9 8 + 0 . 0 1
3 4 + 1 . 1 4 + 0 . 2 3
3 5 + 0 . 1 9 + 1 . 2 7 'ai
# i
7 8
( 9 0 9 ) .  U l l a  (1 9 7 2 - 1  9 7 3 )
e = 0 . 0 9 1 6 1 7 5 8  
a = 3 . 5 4 6 1 7 0 8 7  
t  = Oh 10  O c t  1 9 7  2 
M = 1 3 0  "55  ' 31 1'49 
4) = 2 2 8  3 0  51 .  21 
i = 1-8 4 5  1 .  34
j ]  = 1 4 6  5 5 5 9 .  75
( 0 . 0 9 1 )  ( 0 . 0 9 3 )
( 3 . 5 4 5 3 )  ( 3 , 5 5 1 3 )
( Oh 24 May 1 9 6 8 )  ( Oh 2 Dec 1 9 6 2 )  
( (1 3 0 " 4 1  ' 2 2 l ' 4 )  ) ( (1 2 6 " 2 4 '  5 4 l ' 0 )  )
( 2 2 9  1 5 1 . 6 )  ( 2 3 2  6 7 . 2 )
( 1 8  45  
( 1 4 6  58
7 . 2 )
4 . 8 )
( 18  4 7  4 2 . 0 )  
( 1 4 7  11 4 9 . 2 )
O b s e r v a t i o n s  U s e d  t o  D e t e r m i n e  O r b i t
p l a t e  d a t e
4 6  1 0 /  2 / 7 3  
54 8 /  3 / 7 3
61 5 /  4 / 7 3
U . T .
0 0 \ 2 * ' 2 8  
3 1 8  32  
0 2  2 3  18
R . A .
1 2 ^  4 * 1 5 ^ 1 7 3  
11 51 5 6 . 5 8 4  
11 35 1 8 . 3 8 9
d «( d e c ,
0 ^ 0 8 6  + 9 " 2 3 ' 5 7 ^ 2 5
0 . 0 8 0  + 1 2  3 9  2 7 . 6 1  
0 . 0 2 0  + 1 5  3 5  5 5 . 8 2
d f
0 ^ 5  8 
0 . 3 5  
0 . 1 6
R e s i d u a l s  f r o m A l l  O b s e r v a t i o n s I
p l a t e
4 2  
4 4 
4 6 
5 0  
52  
54
5 6
57
58
5 9
6 0  
61
do(
+ 4 i ' 70  
+ 1 . 5 9  
+ 0 . 0 1  
+ 1 . 2 0  
+ 2 9 . 5 6  
+ 0 . 0 1  
+ 0 . 4 8  
- 0 . 1 0  
+ 1 . 5 5  
- 0 . 6 6  
- 0 . 5 9  
+ 0 . 0 1
d 6
+ 2 ^ 8 0  
+ 5 . 2 0  
- 0 . 0 1  
- 1 . 4 8  
+ 1 2 8 . 4 3  
- 0 . 0 1  
- 0 . 4 4  
- 0 . 4 7  
- 1  . 6 7  
- 0 . 9 3  
+ 1 . 1 2  
- 0 . 0 1
aa
6 2 0 . 2 4 - 0 . 6 4
:/]
V  ^  ^  ^ ^
7 9
L e t  us  now c o n s i d e r  t h e  c h a n g e s  t h a t  a p p e a r  i n  
t h e s e  ne w o r b i t s /  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  " E p h e r n e r i d e s  
o f  Mi n o r  P l a n e t s "  o r b i t s .
( 8 7 )  S y l v i a
Ov e r  an i n t e r v a l  o f  a l m o s t  11 y e a r s /  t h e
e c c e n t r i c i t y  o f  t h i s  o r b i t  h a s  d e c r e a s e d  by a b o u t  4%/  
w h i l e  t h e  s e m i - m a j o r  a x i s  h a s  i n c r e a s e d  by  a muc h J
s m a l l e r  p r o p o r t i o n  ( 0 . 0 1 % ) .  The  p e r i h e l i o n  h a s  j
a d v a n c e d  by a b o u t  6 . 5  d e g r e e s »  The  i n c l i n a t i o n  h a s  
d e c r e a s e d  s l i g h t l y  ( a b o u t  0 . 4 % ) /  a n d  t h e  a s c e n d i n g  n o d e
iiVih a s  r e t r o g r e s s e d  v e r y  s l i g h t l y  ( 0 . 7  d e g r e e s ) .  The  . ''j
■ ;.ia c t u a l  me a n  l o n g i t u d e  o f  t h e  p l a n e t  M + tT7 a c c o r d i n g  t o  
t h e  t wo  o r b i t s  ( u s i n g  t h e  e x t r a p o l a t e d  M f r o m  t h e  
e a r l i e r  o r b i t )  d i f f e r s  by  o n l y  0 . 1  d e g r e e s .  The  r a t i o  ■
o f  i t s  me a n  m o t i o n  t o  t h a t  o f  J u p i t e r  r e m a i n s  a t  1 . 8 3 .  * ' ..-j
( 1 0 7 )  C a m i l l a  i
Ov e r  a t i m e - i n t e r v a l  mo r e  t h a n  t w i c e  t h a t  a b o v e  -  ^
2 7  y e a r s  -  t h e  c h a n g e s  i n  t h i s  o r b i t  a r e  o f  v e r y  ;j
"'js i m i l a r  m a g n i t u d e /  t h o u g h  g e n e r a l l y  o p p o s i t e  *
-'4%
d i r e c t i o n .  The  e c c e n t r i c i t y  h a s  i n c r e a s e d  by  a b o u t  4%/  »
a n d  t h e  s e m i - m a j o r  a x i s  d e c r e a s e d  by  0 , 0 2 % .  The
p e r i h e l i o n  h a s  r e t r o g r e s s e d  by  1 1 . 5  d e g r e e s  ( t h a t  i s /  
i t  h a s  mo v e d  a t  a r a t e  v e r y  c o m p a r a b l e  w i t h  t h a t  o f  ° j
( 8 7 )  S y l v i a /  t h o u g h  i n  t h e  o p p o s i t e  d i r e c t i o n ) .  The
. i
i n c l i n a t i o n  h a s  i n c r e a s e d  by a b o u t  0 . 3 % /  a nd  t h e  
a s c e n d i n g  n o d e  h a s  a g a i n  r e t r o g r e s s e d /  by  0 . 6  d e g r e e s ,
The  a c t u a l  me a n  l o n g i t u d e  o f  t h e  p l a n e t  a g a i n  a g r e e s  t o I
80
t h e  n e a r e s t  0 , 1  d e g r e e /  a nd  t h e  r a t i o  o f  me a n  m o t i o n  t o  
t h a t  o f  J u p i t e r  i s  a g a i n  e f f e c t i v e l y  u n c h a n g e d  a t  1 , 8 2 .
( 3 3 4 )  C h i c a g o
I n  t h i s  c a s e /  a w i d e  v a r i e t y  o f  d i f f e r e n t  o r b i t s  
wa s  o b t a i n e d /  f o r  b o t h  s e a s o n s /  by  s e l e c t i n g  d i f f e r e n t  
s e t s  o f  p o s i t i o n s  f o r  t h e  p r e l i m i n a r y  o r b i t .  ( I n  no  
c a s e  wa s  t h e  s e c o n d  c o m p u t e r  p r o g r a m  a b l e  t o  f i t  an  
i m p r o v e d  o r b i t  t o  a l l  t h e  o b s e r v a t i o n s . )  T h e s e  o r o i t s  
h a d  e c c e n t r i c i t i e s  r a n g i n g  f r o m 0 . 0 8  t o  0 . 5 6 /  a nd
s e m i - m a j o r  a x e s  r a n g i n g  f r o m 3 . 8  t o  4 . 7 .  The
o r i e n t a t i o n s  o f  t h e  p e r i h e l i o n  w e r e  m o s t l y  i n  t h e  
r e g i o n  o f  2 1 0  d e g r e e s /  b u t  i n  o n e  c a s e  ( t h a t  s h o wn  h e r e  
f o r  1 9 7 1 - 1  9 7 2 )  i t  wa s  s l i i f t e d  f r o m t h i s  by  a b o u t  
1 8 0  d e g r e e s  ( t h a t  i s /  t h e  p e r i h e l i o n  a n d  a p h e l i o n  w e r e  
e x c h a n g e d ) .  The  i n c l i n a t i o n s  a n d  t h e  l o n g i t u d e s  o f  
a s c e n d i n g  n o d e  w e r e  l e s s  i n c o n s i s t e n t /  t h e  i n c l i n a t i o n  
r a n g i n g  f r o m 4 . 0  t o  5 , 5  d e g r e e s /  and t h e  l o n g i t u d e  o f  
a s c e n d i n g  n o d e  b e i n g  a l w a y s  a b o u t  1 3 0  d e g r e e s .  The  
o r b i t s  c h o s e n  h e r e  f o r  ( 3 3 4 )  C h i c a g o  a r e  t h o s e  w h i c h  
g a v e  t h e  s m a l l e s t  r e s i d u a l s  f o r  a l l  t h e  p o s i t i o n s
a v a i l a b l e /  b u t  l i t t l e  f a i t h  s h o u l d  be  p l a c e d  i n  t h e m .  
I t  i s  c l e a r  t h a t  t h e s e  s e t s  o f  d a t a  a r e  n u m e r i c a l l y  
u n s t a b l e  f o r  t h e  p r o d u c t i o n  o f  o r b i t s .  C o n s e q u e n t l y  i t  
i s  n o t  s u r p r i s i n g  t h a t  t h e  a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e s e  t wo  
o r b i t s  a nd  t h a t  g i v e n  i n  t h e  " E p h e r n e r i d e s  o f  Mi n o r  
P l a n e t s "  s h o u l d  b e  s o  much w o r s e  t h a n  f o r  t h e  o t h e r  
p l a n e t s .  I n t h e  c a s e  o f  t h e  f i r s t  o r b i t /  t h e  a c t u a l  
me a n  l o n g i t u d e  o f  t h e  p l a n e t  i s  s h i f t e d  by  o v e r
8 1
25 d e g r e e s ;  i n  t h e  s e c o n d /  by  a b o u t  5 d e g r e e s .  ( I n  
f a c t /  t h e r e  wa s  on t h e  c o n t r a r y  v e r y  c l o s e  a g r e e m e n t  
b e t w e e n  t h e  p o s i t i o n s  p r e d i c t e d  f o r  t h e  p l a n e t  i n  t h e  
" E p h e r n e r i d e s  o f  Mi n o r  P l a n e t s "  a nd  t h e  p o s i t i o n s  a t  
w h i c h  i t  wa s  a c t u a l l y  o b s e r v e d . )  C l e a r l y  no m e a n i n g f u l  
c o n c l u s i o n s  c a n  be  d r a w n  f r o m t h e s e  o r b i t s .
( 4 1 4 )  L i r i o p e
Ov e r  an i n t e r v a l  o f  11 y e a r s /  s o me  o f  t h e  
p a r a m e t e r s  o f  t h i s  p l a n e t ' s  o r b i t  h a v e  c h a n g e d  
c o n s i d e r a b l y ^  t h e  e c c e n t r i c i t y  h a s  i n c r e a s e d  by  o v e r
1 2 %/  a nd  t h e  s e m i - m a j o r  a x i s  d e c r e a s e d  by a b o u t  0 . 2 %.  
T h e s e  c h a n g e s  b o t h  a g r e e  i n  d i r e c t i o n  w i t h  t h o s e  o f  
( 1 0  7)  C a m i l l a /  t h o u g h  t h e y  a r e  much l a r g e r ;  h o w e v e r ,  i n  
t h i s  c a s e  t h e  p e r i h e l i o n  h a s  a d v a n c e d /  a n d  by o n l y  
3 . 5  d e g r e e s .  The  i n c l i n a t i o n  h a s  d e c r e a s e d  s l i g h t l y  
( 0 . 2 % ) /  a nd  t h e  a s c e n d i n g  n o d e /  l i k e  t h o s e  o f  b o t h  
( 8 7 )  S y l v i a  a n d  ( 1 0 7 )  C a m i l l a ,  h a s  r e t r o g r e s s e d  by  
a b o u t  0 , 6  d e g r e e s .  The  me a n  l o n g i t u d e  o f  t h e  p l a n e t  
h a s  c h a n g e d  by  j u s t  o v e r  a d e g r e e ,  p o s s i b l y  c o n f i r m i n g  
a s i g n i f i c a n t  c h a n g e  i n  t h e  o r b i t  ( t h e  o b s e r v e d
p o s i t i o n s  d i d  a c t u a l l y  d i f f e r  f r o m t h o s e  p r e d i c t e d  i n  
t h e  " E p h e r n e r i d e s  o f  Mi n o r  P l a n e t s "  by a b o u t  h a l f  a 
d e g r e e ) ;  b u t  t h e  r a t i o  o f  me an m o t i o n  t o  t h a t  o f
J u p i t e r  a g a i n  r e m a i n s  e s s e n t i a l l y  u n c h a n g e d  a t  1 . 8 1 .
( 9 0 9 )  U l l a
H e r e  we h a v e  a t o t a l  o f  f o u r  o r b i t s  t o  c o m p a r e ,  
t wo  p u b l i s h e d  i n  t h e  " E p h e r n e r i d e s  o f  Mi n o r  P l a n e t s " ,
   ' ' ' ' . . ,' S" .
8 2 . Y- i
jT,*'a n d  t wo  d e r i v e d  f r o m  o b s e r v a t i o n s .  E a c h  o f  t h e  l a t t e r  
wa s  c a l c u l a t e d  f r o m t h r e e  o b s e r v a t i o n s  o n l y ,  a nd  b o t h  t ÿ‘
g i v e  c o m p a r a b l y  s m a l l  a v e r a g e  r e s i d u a l s  f o r  t h e  %#
r e a s o n a b l y  l a r g e  n u mb e r  o f  o t h e r  o b s e r v a t i o n s ,  a v a i  t a b l e  
( 1 3  a nd  14 o b s e r v a t i o n s  r e s p e c t i v e l y ,  g i v i n g  a v e r a g e  ;g||
r e s i d u a l s  o f  a r o u n d  0 . 6  s e c o n d s  i n  e i t h e r  c o o r d i n a t e ) .
The  e x c e p t i o n  i s  p l a t e  n u mb e r  5 2 ,  w h i c h  p e r s i s t e d  i n  “
g i v i n g  l a r g e  r e s i d u a l s  f o r  a l l  c a l c u l a t e d  o r b i t s ,  a nd 1w h i c h  c o u l d  n o t  i t s e l f  b e  u s e d  t o  c a l c u l a t e  a ny  o r b i t ,
w i t h o u t  g i v i n g  a l m o s t  e q u a l l y  l a r g e  r e s i d u a l s  f o r  a l l
t h e  o t h e r  o b s e r v a t i o n s .  The  f i g u r e s  f o r  t h i s
o b s e r v a t i o n  h a v e  b e e n  c h e c k e d  a nd  r e - c h e c k e d ,  a nd  t h e
o n l y  p o s s i b l e  e x p l a n a t i o n  s e e m s  t o  be  t h a t  t h e  c l o c k
wa s  m i s - r e a d  wh e n  t h e  p l a t e  wa s  t a k e n  -  an e r r o r  now
i m p o s s i b l e  t o  c o n f i r m  o r  t o  e l i m i n a t e ,
C o m p a r i n g  a l l  f o u r  o r b i t s ,  we h a v e  a c h a n g e  i n
d i r e c t i o n  o f  mo v e m e n t  o f  a l l  t h e  o r b i t a l  p a r a m e t e r s
o v e r  t h e  t e n  y e a r s  c o v e r e d .  The  e c c e n t r i c i t y ,
d e c r e a s i n g  f r o m 1 9 6 2  t o  1 9 7 1 ,  i n c r e a s e s  a l i t t l e  a g a i n
by  1 9 7 2 ;  t h e  t o t a l  c h a n g e  i s  j u s t  u n d e r  3%,  t h e  f i n a l  *v|
i n c r e a s e  b e i n g  a b o u t  1 %, o f  t h e  a v e r a g e  v a l u e .  The
s e m i - m a j o r  a x i s  d e c r e a s e s  o v e r  t h e  f i r s t  i n t e r v a l  ( t o  % -"t!
1 9 6 8 ) ,  a nd  t h e n  r i s e s  a l i t t l e  by 1 9 7 1  and s t a y s  a l m o s t  
c o n s t a n t  t h e  n e x t  y e a r  ; h e r e  t h e  t o t a l  c h a n g e  i s  l e s s
t h a n  0 . 2 % .  The  p e r i h e l i o n  r e t r o g r e s s e s  s t e a d i l y ,  a t  
a b o u t  0 . 5  d e g r e e s  p e r  y e a r ,  u n t i l  1 9 7 1 ,  and t h e n
a d v a n c e s  mo r e  t h a n  1 d e g r e e  by  1 9 7 2 .  The  i n c l i n a t i o n  
d e c r e a s e s  a l i t t l e  o v e r  t h e  f i r s t  i n t e r v a l ,  t h e n  mo r e
. .  V . , ; .
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r a p i d l y  o v e r  t h e  s e c o n d  ( a  t o t a l  c h a n g e  o f  a b o u t  1 %) ,  
a nd  f i n a l l y  r i s e s  b a c k  a l m o s t  t o  I t s  f i r s t  l e v e l . The  
a s c e n d i n g  n o d e  s h o w s  v e r y  s i m i l a r  b e h a v i o u r ,  
r e t r o g r e s s i n g  s l o w l y  a n d  t h e n  mo r e  r a p i d l y  o v e r  a t o t a l  
o f  1 . 3  d e g r e e s ,  a nd  f i n a l l y  r e - a d v a n c i n g a  l i t t l e .  The  
c h a n g e s  i n  a c t u a l  me an l o n g i t u d e  o f  t h e  p l a n e t  a mo u n t  
t o  0 , 6  d e g r e e s  o v e r  t h e  f i r s t  i n t e r v a l ,  0 . 1  d e g r e e s  
o v e r  t h e  s e c o n d  a nd  0 , 3  d e g r e e s  o v e r  t h e  t h i r d .  The  
r a t i o  o f  mean m o t i o n  t o  t h a t  o f  J u p i t e r  c h a n g e s  o n l y  
f r o m  1 . 7 7  t o  1 . 7 8 .
I f  t h e s e  v a r i o u s  c h a n g e s  a r e  r e a l  -  and t h e r e  
s e e m s  t o  be  n o  o b v i o u s  r e a s o n  t o  d o u b t  e i t h e r  o f  t h e  
new o r b i t s  mo r e  t h a n  t h e  o t h e r  -  t h e n  i t  w o u l d  a p p e a r  
t h a t  a l l  t h e  o r b i t a l  p a r a m e t e r s  a r e  f l u c t u a t i n g  i n  s u c h  
a way t h a t  t h e y  a l l  p a s s  t h r o u g h  a mi n i mu m o r  a maxi mum 
a t  a r o u n d  t h e  same t i m e ,  w h i c h  i n  t h i s  c a s e  w o u l d  seem  
t o  be a r o u n d  1 9 7 1 ,
A l l  t h e  o r b i t s  d i s c u s s e d  h e r e  h a v e  u n d e r g o n e  
c h a n g e s ,  b u t  n o n e  v e r y  l a r g e ;  t h e y  a r e  a l l  c o m p a t i b l e  - .Q
w i t h  t h e  h y p o t h e s i s  t h a t  t h e  o r b i t s  a r e  b a s i c a l l y  tO
s t a b l e  b u t  t h a t  t h e  p a r a m e t e r s  u n d e r g o  s m a l l
f l u c t u a t i o n s .  No n e  o f  t h e m  h a s  c h a n g e d  e n o u g h  t o  c a u s e  
t h e  m i n o r  p l a n e t  t o  c r o s s  t h e  e x a c t  p o i n t  o f  .
'ilCO mme n s u r  a b i l i t y  w i t h  J u p i t e r ,  s o ,  a c c o r d i n g  t o
■■  ^ , 4E , W. Br o wn  a s  q u o t e d  by  S c h w e i z e r  ( 1 9 6 9 ) ,  no
f u n d a m e n t a l  c h a n g e s  i n  t h e  o r b i t s  s h o u l d  be  e x p e c t e d ,
I n  t h e  c a s e  o f  ( 4 1 4  ) , L i r i o p e ,  s o me  o f  t h e  c h a n g e s  i n  di
i .  ^ . , ' _
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t h e  p a r a m e t e r s  a p p e a r  t o  be  much L a r g e r  t h a n  t h o s e  o f  
o t h e r  p l a n e t s  w i t h  s i n i i l a r  o r b i t s ;  t h i s  ma y i n d i c a t e  
t h a t  t h e s e  p a r a m e t e r s  a r e  a t  t h e  m o s t - r a p i d l y  c h a n g i n g  
p h a s e  o f  t h e i r  o s c i l l a t i o n s .
The  n a t u r e s  a nd  p e r i o d s  o f  t h e s e  f l u c t u a t i o n s ,  a nd  
t h e  l i k e l i h o o d  o f  t h e i r  o c c u r r i n g w i t h  t h e  s a me  p e r i o d  
a n d  p h a s e  i n  d i f f e r e n t  o r b i t a l  e l e m e n t s  ( a s  a p p a r e n t l y  
s h o wn  h e r e  by ( 9 0  9 )  U l l a )  i s  d i s c u s s e d  i n  t h e  n e x t  
s e c t i o n ,  w h e r e  o r b i t s  a r e  i n t e g r a t e d  n u m e r i c a l l y  o v e r  
l o n g  t i m e - i n t e r v a l s .
'- ' '" 4 % ' ' ; - ' %^ r ' ' - . -. '
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I I I  " T h e o r e t i c a l  I n v e s t i g a t i o n s
;'The  t h e o r e t i c a l  a p p r o a c h ,  b a s e d  o n  S c h u b a r t  -i.K.-
( 1 9 6 8 ) ,  was  t o  d e t e r m i n e  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  
t h e  c h a n g e s  i n  t h e  o r b i t a l  p a r a m e t e r s  o f  t h e  m i n o r  >
p l a n e t ,  d u e  t o  t h e  p e r t u r b a t i o n s  o f  J u p i t e r ,  i n  s u c h  a ÿf
way  t h a t  s h o r t -  and l o n g - p e r i o d  e f f e c t s  c o u l d  be  - ^
s e p a r a t e d . .  T h e  s h o r t - p e r i o d  e f f e c t s  w e r e  t h e n  vcJa v e r a g e d ,  by a l l o w i n g  o n l y  t h e  l o n g i t u d e s  o f  t h e  t wo
p l a n e t s  t o  v a r y  a r o u n d  a c o m p l e t e  p e r i o d  o f  t h e  Hq’
■1:c omme n s u r a b i I-i t y w h i l e  k e e p i n g  t h e  o t h e r  p a r a m e t e r s  • a"!
c o n s t a n t .  At e a c h  p o i n t  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  o r b i t a l
■e l e m e n t s  w e r e  c a l c u l a t e d ,  a nd  a t  t h e  e n d  o f  t h e  l o o p
, at h e y  w e r e  a v e r  a g e d ;  t h e s e  a v e r a g e  v a l u e s  we r e -  t h e n
a p p l i e d  t o  a l l  t h e  p a r a m e t e r s  a s  o n e  s t e p  i n  a ,' ' y-.“
nume r  i c a  I i n t  e g r a t  i on p r o c e s s .  jfy:
The  r a t i o ,  o f  t h e  c o r n me n s u r a b i  I i t y  wa s  t a k e n - t o  b e  
( p  + q)  / p ,  w h e r e  p a n d  q ’ a r e  s m a l l  i n t e g e r s .  I n  t;he c a s e  
o f  ( 1 5 3 ) H i l d a  a nd  o t h e r  p l a n e t s  a t  t h e  3 / 2  
c o r n m e n s u r a b i l i t y ,  we h a v e  p -  2 a n d  q -  1 ,  Fo r  mo s t  o f  
t h e  p l a n e t s  t r e a t e d  i n  t h i s  i n v e s t i g a t i o n ,  t h e  r a t i o  o f  
me a n  m o t i o n s  wa s  a p p r o x i m a t e l y  9 / 5 ,  a n d  c o n s e q u e n t l y  
p = 5, q = 4.
The  e q u a t i o n s  u s e d  a r e  a d a p t e d  f r o m  t h o s e  f i r s t
d e r i v e d  by  G a u s s  f o r  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  c ommon
o r b i t a l  e l e m e n t s  a ,  e ,  i ,  D ,  (X/ a n d  E ,  i n  t e r m s  o f
m u t u a l l y  p e r p e n d i c u l a r  ^ c o mp o n e n t s  o f  t h e  d i s t u r b i n g
f o r c e ;  s e e ,  f o r  e x a m p l e ,  B r o u w e r  a n d  C I e m e n c e  ( 1 9 6 1 9 .
;
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The  n o t a t i o n  h e r e  i s  s l i g h t l y  d i f f e r e n t  f r o m t h a t  
o f  B r o u w e r  a n d  C l e r n e n c e .  Ti i e c o m p o n e n t s  o f  t h e  
d i s t u r b i n g  f o r c e  a r e  t a k e n  a s  : S ,  a c t i n g  o u t w a r d s  a l o n g  
t h e  r a d i u s  v e c t o r  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t ,  T,  a c t i n g  
p e r p e n d i c u l a r l y  t o  t h e  r a d i u s  v e c t o r  i n  t h e  p l a n e  o f  
t h e  o r b i t ;  a nd  W,  a c t i n g  p e r p e n d i c u l a r l y  t o  t h e  p l a n e  
o f  t h e  o r b i t ;  t h e  w h o l e  ( S , T , W)  f o r m i n g  a r i g h t - h a n d e d  
s e t .
T h r o u g h o u t  t h i s  t h e s i s ,  t h e  t r u e  a no ma l y  i s  
d e s i g n a t e d  by v /  t h e  e c c  e n t r i e  a n o m a l y  by  E ,  a nd  t h e  
i n c l i n a t i o n  by  i .  O t h e r  n o t a t i o n  i s  t h e  s a me  a s  t h a t  
o f  B r o u w e r  a nd  C l e m e n c e .
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t h e i r  e q u a t i o n s  ( p a g e  3 0 1 )Wi th t h e s e  c h a n g e s
b e c o m e  
d a
d t
y  ( 1 “ e  ^ )d e
d t
c o s  V )
d t
Cl )s i n C
d t
( ~ S  c o s ( v )
d td t
d Ad e
d t d tn a
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%,=: s i n ( i )  c o s  ( A)
X i -  s 1 n C i ) s 1 n (f?)
w h e r e  L i s  t h e  me an L o n g i t u d e  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t  ( n o t  
t h e  me a n  a n o ma I  y f a s  i n  t h e  n o t a t i o n  o f  B r o u w e r  a nd
C l e m e n  c e ) .  I t  i s  m e a s u r e d  f r o m t h e  l o n g i t u d e  o f  t h e
p e r i h e l i o n  o f  J u p i  t e r /  w h i c h  i s  t a k e n  a s  t h e  o r i g i n  o f  
l o n g i t u d e s  ( s o  t h a t  = 0 ) .  S i m i l a r l y  I ^  i s t h e  me a n  
l o n g i t u d e  o f  J u p i t e r ;  a nd  ( p + q ) / p i s  t  he r a t i o  o f  t h e  
me a n  m o t i o n s  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t  a nd  J u p i t e r .  T h i s  
me a n s  t h a t  jj i s  a c o n s t a n t  i f  t h e  c o r n me n s u r a b i  I i t y i s
p e r f e c t  a t  a l l  t i m e s ;  i n  p r a c t i c e ^  i t  i s  a
s l o w l y - c h a n g i n g  v a r i a b l e .  T h i s  u s e  o f  p  e l i m i n a t e s  t h e  
n e e d  f o r  u s i n g  r a p i d l y - c h a n g i n g  v a r i a b l e s  s u c h  a s  I o r  
£ ,  G i s  n o t  t o  be  c o n f u s e d  w i t h  t h e  g r a v i t a t i o n a l  
c o n s t a n t  ^  = 1 i n  o u r  u n i t s .
The  f i r s t  f o u r  o f  t h e s e  v a r i a b l e s  a r e  t h o s e  u s e d  
by  S c h u b a r t  ( 1 9 6 8 ) ;  t h e  r e m a i n i n g  t wo  a r e  i n t r o d u c e d  
h e r e  t o  c o m p l e t e  t h e  s e t .  The  t r a n s f o r m i n g  o f  e a nd  CD 
i n t o  [p, - e c o s (CD) a n d  ™ e s i n ( d } )  i s  a s t a n d a r d
t e c h n i q u e  f o r  a v o i d i n g  t h e  p r o b l e m s  t h a t  w o u l d  a r i s e  i f  
e s h o u l d  a t  a n y  t i m e  b e c o m e  ze  r Of a n d  CD ç o n s e q u e m^ t I y
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i n d e t e r m i n a t e .  A s i m i l a r  a r g u m e n t  a p p l i e s  t o  t h e  
t r a n s f o r m a t i o n  o f  i a nd  O i n t o  ~X, ” s i n ( i )  c o s CO)  a nd  
y ^  = s i n ( i )  s i n C H ) ;  t h e  u s e  o f  t a n ( i )  i n s t e a d  o f  s i n ( i )  
w o u l d : h a v e  had t h e  s a me  e f f e c t .  B o t h  t r a n s f o r m a t i o n s  
may b e  f o u n d  i n  Roy ( 1 9 7 8 ) ;  S c h u b a r t  i n  h i s  r e c e n t  
p a p e r  ( 1 9 7 8 )  u s e s  t a n ( i / 2 ) .
B e f o r e  u s i n g  t h e  e q u a t i o n s  ( 1 )  t o  c a l c u l a t e  t h e  
d e r i v a t i v e s  o f  t h e  e l e m e n t s  ( G ,  p ,  \j/, i>  ^ y ,  /  X a  )  ^
some s i m p l i f i c a t i o n s  a r e  p o s s i b l e .
The  u n i t  o f  l e n g t h  i s  c h o s e n  t o  be  t h e  s e m i - m a j o r  
a x i s  o f  J u p i t e r ' s  o r b i t ;  i . e . .  a ^ = 1 .  The  u n i t  o f  ma s s
i s  c h o s e n  t o  b e  t h e  m a s s  o f  t h e  s u n ;  i . e .  m_ 1 The
u n i t  o f  t i m e  i s  t h e n  c h o s e n  t o  be  s u c h  t h a t  t h e
g r a v i t a t i o n a l  c o n s t a n t  /& s h o u l d  b e  e x a c t l y  1 .  T h i s
g i v e s  t h e  p e r i o d  o f  J u p i t e r  a s
0 . 9 9 9 5 2 , 3  * 2t t  t i m e - u n i t s .  S i n c e  t h e  p e r i o d  o f  
J u p i t e r  i s  a b o u t  1 1 . 8 6  y e a r s ,  t h i s  me a n s  t h a t  a
t i m e - un i t  i s  a p p r o x i m a t e l y  1 , 8 9  y e a r s .
As t h i s  p r o b l e m  i s  b e i n g  t r e a t e d  as a. v e r s i o n  o f  
t h e  r e s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  p r o b l e m ,  ( s e e  f o r  e x a m p l e  
B r o u w e r  a nd  C l e n i e n c e  ( 1 9 6 1 ) ) ,  t h e  m a s s  m o f  t h e  m i n o r  
p l a n e t  i s  n e g l e c t e d .  So we h a v e
rXa^ = J ^ ( m  ^ m@) -  1
a nd  c o n s e q u e n t l y  we c a n  r e p l a c e  n by a ” ' t h r o u g h o u t  
A l s o  t h e  p a r a m e t e r  p “ a ( l - e ^ )  c a n  be  r e p l a c e d  by  G ^ .
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So t h e  e q u a t i o n s  ( 1 )  b e c o m e :
d a 2 a ^
-  -    CS e s i n ( v )  -*- T( 1 e c o s ( v ) ) )
d t  G
d e
d t
G( S s i n ( v )  4- T C c o s ( E )  "t* c o s ( v ) ) )
d i r
— -  "* W — c o s  (CJ f  V ) 
d t  G
df l  r
- -  = y -  s i n ( w + v )  c o s e c  C i )  
d t  G
9 0
d vu c o s ( v )
d t e
r s i n C V )
G T(  — — f  1)  -    — -
G 0
d  E 
d  t
-!■ W -  s i n (w -f V ) t a n  ( 0 . 5  i )
G
r ^ _ _ _ _ _  e c o s ( v )
G S C 2 — — f  —----  ' —— ™ )
» G 1 + y  ( 1 —e )
e s i n ( v)
■f G TC*”™ 4" 1)
*}* W -  s i n ( w  + v )  t a n  ( 0 . 5  i )
G
We c a n  now u s e  t h e s e  e x p r e s s i o n s  t o  c a l c u l a t e  t h e  
d e r i v a t i v e s  o f  t h e  e l e m e n t s  ( G,  [|)^ ? (4.  ^ X ,  /  ) » W e
b e g i n  w i t h  G.
æ  ■.. . /
. âXvTj
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G = ^ / a ( l - e ^ )
d G 1 da de
o —  -  —  ( ( 1 ~ e  ) —  “* 2 a e  —  )
d t  2G d t  dt
1 2a^
~ ~ ~  ( ( 1 ~ e ^ ) ------- ( S e s i n ( v )  4- T( 1 ^  e c o s C v ) ) )
2G G
-  2 a e G ( S  s i n ( v )  + T ( c o s ( E )  c o s ( v ) ) ) )
= aCS e s i n ( v )  T T e c o s C v ) )
-  a e ( S  s i n ( v )  4- T c o s ( E )   ^ T c o s ( v ) )
~ a T (1 -  e c ü s ( E ) )
= r T
dG
s o  —  = r T 
dt* * * * * * * *
'Aiiv - . - . y-.' , . . '' ' -'
9 2
p+q
p + q d l
s o
d t d t
d ep+q
d t
e c 0 s ( V )p + q
S ( 2s 0
5 i n ( V )
s i n ( ^ + v )  t a n ( 0
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
9 3
= e c o s ( ^ i )
dip, de  d 37
s o  - -  “ c o s ( # )  ~ e s i n ( ' I ' )  - -
dt  d t  d t
c o s  (CD) G ( S s i n ( v )  + T C c o s ( E )  + c o s ( v ) ) )
c o s ( v )  r s i n ( v )
~ e s i n ( ' - D ) ( ~  G S ~ —  — + G T(  — — + 1 ) ------- — -  —
e G e
r
+ W -  s i n (cJ + V ) t a n C 0 ,  5 i )
G
Fo r  c o s ( E )  we may w r i t e
c o s ( v )  + e
CO s ( E ) =  --------------------- *—
1 + e c o s ( v )
r
( c o s ( v )  + e )
G
"' ■' <-•»’." > ‘ "' • ''t _> ‘A . . ■% V '-!
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dif,
s o  ” ~ ~ G S ( c o s ( C D ) s i n ( v )  + s i n (CD) c o s ( v ) )
dt
+ G T (  c  o s  ( d v )  —  ( c o s ( v )  + e )  + c o s ( C D )  c o s ( v )
r
( ~ “ + 1 ) s i n (CD) s i n ( V ) ) 
G"
W -  s 1 n (w f  V ) t a n  (0  = 5 i )  e s i n (CD)
G S s 1 n ( v+'CG)
r r
+ G T ( c o s ( v  + LÜ) (1 + - -  ) f  ■*"“ e c os ( CC) )
G^
r
-  y -  s i n (cj + V ) t  a n ( 0 .  5 i ) e s i n (CD)
G
dvjy,
s o  -  G S s 1 n ( v + CD) 
dt
r r
+ G T ( c o s ( v  +ü>) ( 1 +  —  ) + -  -  )
G"
r
-  W -  s i n ( w t v )  t a n ( 0 . 5  
G
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * ^ * * * * * * * * * * * * * * * * * * & * * * * * * * *
Ii
:  ■ ; v i - i  - '  r  u
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= e s i n (ÙD)
d e  d CD
s o  —  ™ s l n( CD)  —  + e c o s  (CD) —
d t  d t  d t
sin(<X') G( S s i n C v )  + T ( c o s ( E )  + c o s ( v ) ) )
c o s ( v )  r s i n ( v )
+ e C 0 S ( * ^ ) ( “ G S •“■«»-“«“«•'«• -J* Q y  ^  ^ .{. "I
e 6 e
r
+ W -  s i n ( (J + V ) t a n ( 0  = 5 i )  )
G
A g a i n  w r i t i n g  c o s ( E )  -  —  ( c o s ( v )  + e ) /  we h a v e
G^
di|/,
dt
G S ( s i n ( ( D ) s i n ( v )  *" cos (DD)  c o s ( v )  )
r
+ G T ( s i n (CD) —  ( c o s ( v )  + e )  + s i  n (CD) co  s ( v )
G' '
r
+ ( “• -  + 1 )  c o s  (CO) s i n ( V ) )
G"
r
+ W -  s i n (w + v ) t -an ( 0 .  5 i ) e c o s  (ï^)
-  G S c o s ( v  + 3/) ,:r r
+ G T ( s i n ( v + t ' D ) ( 1 +  — ) + - -  e s i n  (CD)) --j
G' s ’-
r _ :  _
+ W -  s i n ( w ^ v )  t a n ( 0 » 5  i )  e c o s  ( ^9 |
G a
TJ
_________
9 6
G S c o s ( v + ^ )s o
G T ( s i n  ( v+CD) ( 1 +
s i n (w + v ) t a n ( 0 ; 5 i )\j'
* * * * * * * * * * * * *  * * * * * * * * * * * * * * *
" ' ' '- } : "r . ' Z/if;
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y ,  -  s i n ( i )  c o s  ( f l )
so
dt
d i
c os ( i ) c o s  ( D )  ""- -  s i n ( i )  s i n ( H )
d t
d a
dt
c o s C i )  c o s  (R)  W “* c 0 s (<o f  V )
G
s 1 n ( i ) s 1 n ( H )  y -  s i n ( w + v ) c o s e c ( i )
G
d ) /  r
s o  -  W -  ( c o s ( i )  c o s CH) .  c o s  (c^+ v ) ■“ s i n ( a >  s i n  ( w + v  ) )
dt  G
* * * * * *  ***** '*****Y r * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  * * * * * * * * * * * * * * *
y ^  ” s 1 n ( i ) s i n (i7 )
dy^ d i  df l
s o  —  = c o s  ( i ) s i n C a )  - -  f  s i n ( i )  c o s  ( /I )  ~ -
dt d t  d t
c o s C i )  s i n C H)  W -  c o s ( w f v )
G
4 s i n ( i )  c o s C a )  W -  s i n ( ^ o f v )  c o s e c ( i )
G
so "*“ ~ W -  < e o s ( i )  s i  n ( i i )  c o s ( w  + v )  c o s  (D ) s i n ( o  + v ) )
dt  G
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
X - : ,  X, . y
9 8
I t  w i l l  b e  n o t i c e d  t h a t ,  i n  t h e s e  s i x  e q u a t i o n s  
f o r  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  s i x  o r b i t a l  e l e m e n t s ,  t h e  
c o m p o n e n t s  S a n d  T g e n e r a l l y  a p p e a r  m u l t i p l i e d  by G. 
F o l l o w i n g  S c h u b a r t  ( 1 9 6 8 ) ,  we t h e r e f o r e  d e f i n e  new
c o m p o n e n t s  S- G S and G T
c o n s i s t e n c y ,  a s i m i l a r  c o m p o n e n t  W
For  t h e  s a k e  o f
G W i s  d e f i n e d .
w i t h  t h e  i n c i d e n t a l  a d v a n t a g e  t h a t  t h e  t e r m  r / G  c a n  b e  
r e p l a c e d  by  r / G ^ ,  w h i c h  o c c u r s  f r e q u e n t l y  e l s e w h e r e .
We r e p l a c e  t h e  a n g l e  v  + (G by A ,  w h i c h  i s  t h e  " t r u e  
l o n g i t u d e "  o f  t h e  p l a n e t ,  m e a s u r e d  f r o m  t h e  o r i g i n  o f  
l o n g i t u d e s /  a n d  we r e w r i t e  w + v ( = 3) - i l  4- v ) a s  u ,
s o m e t i m e s  c a l l e d  t h e  " a r g u m e n t  o f  t h e  l a t i t u d e " .
. X-' ' ' ' r ' /^' k\ -
9 9
T h e s e  a l t e r a t i o n s  g i v e  u s  t h é  s i x  e q u a t i o n s  a c t u a l l y
u s e d  i n  t h e  i n t e g r a t i o n  p r o g r a m :  
d G r
d t
6^ ,
G
d y .  r
dt  G
t h e  f o r m u l a e  f o r  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  l a s t  t wo  
p a r a m e t e r s  ( t h o s e  t h a t ,  d e p e n d  on t h e  i n c l i n a t i o n )  a r e  
s i m p l e  by c o m p a r i s o n  w i t h  t h o s e  f o r  t h e  f i r s t  f o u r .
i
■:,â%
.9 #
dp  p + q r ________  e c . p s ( v )
—  = a  -  . -  S ^ ( 2  ——y ( 1 “ e * )  + ■ ‘ ~r_ZL2J1ZL“*) ' *:;k
d t  p 1 + J(  1 “ e^ ) ,y,T.
r e s i n ( V ) r ‘ .||
+ T ( f  1 ) ------------------- + s  i n ( u ) t  an ( 0 .  5 i ) -È
J 1 . . A . J 1G 1 + j % 1 - e  ) G
'■'•-îÆr r
S ^ s i n ( A )  + T ^ c o s ( A)  ( - -  + 1 )  + ” 7 ^ ' ^
d t  . g ’' G^  g
r  - ' ^ 0
“  W ^ s i n ( u )  t an  ( 0 .  5 i ) "^5
:
d  r  r  '
"  ~ COS ( A)  + T - ( s i n < A )  ( - -  + 1 )  + - -  (pi) ?vi
d t  G'  G"
+ y „   ^~ S i n ( U ) t a n ( 0 ,  5 i ) , " >i
d X r
= W ^ -—' ( c o s ( i )  COS ( H)  c o s ( u )  -  s i n ( 0  ) s i n ( u ) )
d t  k
" #  
%( COS ( i ) s i n ( T } )  c o s ( u )  + c o s l H )  s i n ( u ) )  ;;:î
;3
T h e s e  e q u a t i o n s  c o n f i r m  S c h u b a r t ' s r e m a r k  ( 1 9 7 8 )  t h a t i
' 1
y  " r -.- X.f :'"rrx r.V.: 'X;<'.k.^' ' .. ' ' " '/ S'". .' ?-:' ' ''
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T h e  n e x t  s t a g e  i s  t o  d e t e r m i n e  S ^ ,  T ^ a n d W ^ ,  by  
d e t e r m i n i n g  t h e  c o m p o n e n t s  S ,  T a n d  W o f  t h e  d i s t u r b i n g  
f o r c e .  We c o n s i d e r  t h e  u s u a l  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  
d i s t u r b i n g  f u n c t i o n  f o r  t h e  r e s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  
p r o b l e m :
1
R = - ) ( S e e ,  f o r  e x a m p l e ,  Roy ( 1 9 7 8 ) . )
w h e r e :  / & i s  t h e  g r a v i t a t i o n a l  c o n s t a n t ,  w h i c h  i s  e q u a l  
t o  1 i n  o u r  u n i  t s ^  jr a n d  £  ^ a r e  t h e  r a d i u s  v e c t o r s  o f  
t h e  m i n o r  p l a n e t  a nd  o f  J u p i t e r ,  a nd  A i s  t h e  d i s t a n c e  
b e t w e e n  t h e  m i n o r  p l a n e t  a nd  J u p i t e r ,  T h e n ,  i n  a n y  
r e c t a n g u l a r  c o o r d i n a t e  s y s t e m  ( x , y , z ) ,  t h e -  c o m p o n e n t s  
o f  t h e  d i s t u r b i n g  f o r c e  F a r e :  ■
-  —
3R
2>x
 ^ R 
?>y
bR 
)  z
Now r . r _ = x x + y y _  + z z
a n d  A' ( x - x _ ) ^  + ( y - y „ ) ^  + ( z - z  _)
So
"bR
- X< -  - ^3
X~X^ Xy
1 1 X
-  A A’
&
&R 3R
a n d  s i m i l a r l y  f o r  a n d  ~~
"' .,' .' '-. '-« V:.' ■'. -. ■,. '
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So we h a v e :
Fy = ( ) -  X A ^ )
Fy =: m^ ( ( A " ' ) -  y A " ' ) ( 2 )
Fy. =: m , / - ) -  z A ^ )
T h e s e  e x p r e s s i o n s  a r e  t r u e  i n  a n y  c o o r d i n a t e  
s y s t e m  ( x , y , z ) ,  b u t  i t  i s  s i m p l e s t  t o  c h o o s e  a s y s t e m  
w i t h  t h e  X , y - p I a n e  i n  t h e  e c l i p t i c ,  and t h e  x - a x i s  
t h r o u g h  t h e - o r i g i n  o f  l o n g i t u d e s  ( i . e .  t h e  l o n g i t u d e  o f  
t h e  p e r i h e l i o n  o f  J u p i t e r ) .  I t  i s  t h e n  n e c e s s a r y  t o  
f i n d  t h e  c o o r d i n a t e s  ( x , y , z )  and ( x.^.,  y.  ^ ,  ) o f  t h e
m i n o r  p l a n e t  a n d  o f  J u p i t e r ,  i n  t h i s  s y s t e m .
Fo r  e a c h  p l a n e t  t h e  p r o c e d u r e  i s  t h e  s a m e .  We 
b e g i n  w i t h  a s e t  o f  o r b i t a l  c o o r d i n a t e s  ( X , Y, Z ) ,  w h e r e  
t h e  X, Y - p I  an e i s  t h e  p l a n e  o f  t h e  p t a n e t ® s  o r b i t ,  a nd  
t h e  X - a x i s  p a s s e s  t h r o u g h  t h e  p e r i h e l i o n ,  T l i i s  g i v e s :
X r c o s ( v ) Y -  r s i n ( V ) 0
To t r a n s f o r m  t h e s e  o r b i t a l  c o o r d i n a t e s  ( X, Y, Z ) i n t o  t h e  
e c l i p t i c  c o o r d i n a t e s  ( x , y , z ) ,  t h r e e  r o t a t i o n s  a r e  
n e e d e d  ( s e e  d i a g r a m s  7).  :
1
         : ! [ ! .
I
1 J 2
o r b i t a l  
c 0 o rci i n a t e s 
( X ,  y /  z )
e c l i p t i c  
c o o r d i n a t e s  
( X, Y , Z )
Y
K i s  p o l e  o f  e c l i p t i c
N i s  r i s i n g  n o d e  o f  o r b i t  o f  p l a n e t  o n  e c l i p t i c  
TTy i s p e r i h e l i o n  o f  J u p i t e r  ( . o r i g i n  o f  I o n j i t u a e s ) 
Tf i s  p e r i h e I i o n o f  p l a n e t  
P i s  p o s i t i o n  o f  p l a n e t
R E L A T I O N S H I P  B E T WE E N O R O I T A L  a n d  E C L I P T I C  C O O R D I N A T E S
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( a )  r o t a t i o n  by  -  co a b o u t  t h e  Z-  a x i s ( t o  mo v e  t h e  
X - a x i s  t o  t h e  a s c e n d i n g  n o d e )
Cb) r o t a t i o n  by - i a b o u t  t h e  new x - a x i s  ( t o  move  t h e  
x , y - p l a n e  i n t o  t h e  e c l i p t i c )
( c )  r o t a t i o n  by  -  f l  a b o u t  t h e  ne w z - a x i s  ( t o  in o v e t h e  
x - a x i s  t o  t h e  o r i g i n  o f  l o n g i t u d e s ) .
T h e s e  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  a p r o d u c t  o f  t h r e e  
r o t a t i o n  m a t r i c e s :
c o s (  ) s i n (  ) 0
s i n C  ) c o s ( ) 0
1 0 0
0 c o s ( i )  s i n ( i )
0 - s i n ( i ) c o s C i )
c o s C ) s i n (  ) 0
s i n (  ) c o s (  ) 0
M u l t i  p i  y i n g t h e  o r b i t a l  c o o r d i n a t e s
[r c o s C v )  r s i n C v )  o] by  t h i s  p r o d u c t  o f  m a t r i c e s  
g i v e s  t h e  e c l i p t i c  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  p l a n e t s
X = r c o s ( v )  ( c o s  ( W)  c o s  ( d )  -  s i n ( c o )  s i n ( (I ) c o s ( i ) )
+ r s i n ( v )  ( -  s i n ( (u ) c o s Cf l )  - c o s ( C J )  s i n C Q )  c o s ( i ) )
y “ r c o s ( v )  ( c o s  ( w)  s i n f f l )  + s i n ( CJ)  c o s  ( d )  c o s ( i ) )
-Î- r s i n ( v )  ( - s i n ( c o )  s i n ( f l )  T c o s  (( )^) c o s  ( 0  ) c o s ( i ) )
z  ~ r C c o s ( v )  s i n  (CJ) s i n ( i )   ^ s i n ( v )  c o s ( c j )  s i n ( i ) )
R e a r r a n g i n g / '  a n d  w r i t i n g  v + c o ~  u a s  b e f o r e / -  t h i s  g i v e s ;
X = r ( c o s ( u )  c o s  ( f l )  -  s i n ( u )  s i n ( O )  c o s ( i ) )
y = r ( c o s ( u )  s i  0 ( 0 ) t s i n ( u )  c o s ( 0 )  c o s ( i ) )
2 = r s i n ( u )  s i n ( i )
1 0 4
T h e s e  t r a n s f o r m a t i o n s  a p p l y  t o  a n y  p l a n e t .  I n t h e  c a s e  
o f  t h e  m i n o r  p l a n e t / -  t h e  e q u a t i o n s  a b o v e  g i v e  t h e  
e c l i p t i c  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t  d i r e c t l y .  The  
c o o r d i n a t e s  f o r  J u p i t e r  a r e  o b t a i n e d  by  s u b s t i t u t i n g  
t h e  a p p r o p r i a t e  v a r i a b l e s  f o r  J u p i t e r ' s  o r b i t .  Th u s  we 
h a v e :
” r ^ C c o s C u . - )  c o s C A j )  ~ s i n ( u ^ )  s i n ( c o s ( i ^ ) )
y = C y C c o s C u ^ )  s i n ( i f l j )  + s i n ( u ^ )  c o s ( i l j )  c o s C i ^ ) )
= r ^ s i n ( U j - )  s i n ( i ^ )
We c a n  now o b t a i n  t h e  e c l i p t i c  c o m p o n e n t s  o f  t h e  
d i s t u r b i n g  f o r c e s  by  s u b s t i t u t i n g  t h e s e  e x p r e s s i o n s  f o r  
( X, y , z ) a n d  i n t o  t h e  e q u a t i o n s  ( 2 ) .  T h i s
g i v e s :
F y -  m ( c 0 s ( Uj. ) c o s ( X l j )  -  s i n ( u ^ )  s i n C A ^ )  c o s  ( i  ^ ) ) (41
“ ( c o s ( u )  c o s ( 0  ) " s i n ( u )  s i n  ( A)  c o s ( i ) )  r )
Fy ~ m^ ( r^ ( c o  s (u^-) s i n ( A j )  + s i n ( u ^  ) c o s  (0 .^)  c o s ( i j ) )
-  ( c o s ( u )  s i n ( O )  t  s i n ( u )  c o s  ( A)  c o s ( i ) )  r A ' ^  )
= m.^( r  ^ s i n ( Ug. ) s i n ( i ^ ) ( Zl "  ^ -  r^  ^ ) 
-  s i n ( u )  s i n ( i )  r )
The  f i n a l  s t e p  i s  t o  t r a n s f o r m  t h e s e  c o m p o n e n t s  
( Fy Fy /- F.^  ) f w h i c h  a r e  i n  t h e  e c l i p t i c / -  i n t o  t h e
c o m p o n e n t s  ( S f T r W) w h i c h  a r e  i n  t h e  o r b i t a l  p l a n e  o f  
t h e  m i n o r  p l a n e t .  On c e  a g a i n / -  t h r e e  r o t a t i o n s  a r e
n e c e s s a r y  ( s e e  d i a g r a m s  7 ) :
1 0 5
( a )  r o t a t i o n  by  Q  a b o u t  t h e  z -  a x i s ( t o  mo v e  t h e  
x - a x i s  t o  t h e  a s c e n d i n g  n o d e )
( b )  r o t a t i o n  by  i a b o u t  t h e  ne w x - a x i s  ( t o  move  t h e
X f y - p I a n e  i n t o  t h e  o r b i t a l  p l a n e )
( c )  r o t a t i  on  by  u a b o u t  t h e  ne w z - a x i s  ( t o  mo v e  t h e  
x - a x i s  t o  t h e  l o n g i t u d e  o f  t h e  p l a n e t ) .
T h e s e  c a n  be  e x p r e s s e d  a s  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  t h r e e
r o t a t i o n  m a t r i c e s :
c o s (  ) - s i n (  ) 0
s i n (  ) c o s ( ) 0
1 0 0
c o s ( i )  - s i n ( i )
0 s i n ( i )  c o s ( i )
c o s ( u )  - s i n ( u )  0
s i n ( u )  c o s ( u )  0
M u l t i p l y i n g  t h e  c o m p o n e n t s  jl-y Fy by  t h i s
p r o d u c t  o f  m a t r i c e s  g i v e s  t h e  r e q u i r e d  c o m p o n e n t s ;
S = F y ( c o s ( A)  c o s ( u )  -  s i n ( A )  s i n ( u )  c o s ( i ) )
F y ( s i n ( H )  c o s ( u )  c o s ( O )  s i n ( u )  c o s ( i ) )
■F ,F^ s  i  n  ( u  ) s  i  n  ( i  )
T “ Fy ( - c o s ( 0 )  s i n ( u )  -  s i n ( Q )  c o s ( u )  c o s ( i ) )
•F Fy ( - s i  n ( 0  ) s i n ( u )  -f c o s ( Q)  c o s ( u ) c o s ( i ) )
•F F ^ c o s ( u )  s i n ( i )
W := F y S i n ( O )  s i n ( i )  -  F c o s  ( A  ) s i n ( i )  T  F c o s ( i )
We s h a l l  e v a l u a t e  t h e s e  i n d i v i d u a l l y
1 0 6
( c o s ( A ) c o s ( u )  -  s i n ( A ) s i n ( u ) c o s ( i ) )  
rn^( ( c o s  ( u ^ )  c o s  ( A y )  ™ s i n ( ) s i n ( Ay  ) c o s ( i  ^ ) ) ( A
-  ( c o s ( u ) c o s ( A )  -  s i n ( u ) s i n ( / ] ) c Q s ( i ) )  r . A  "^ )
+  ( s i n ( A ) c o s ( u )  F c o s ( A ) s i n ( u ) c o s ( i ) )
rn  ^( ( c o  s ( u „ )  s i  n ( A j )  *- s i n ( Uy ) c o s  ( Aj  ) c o  s ( i  ^) ) ( A
-  ( c o s ( u ) s i n ( A )  s i n ( u ) c o s ( A ) c o s ( i ) )  r A  ^ )
-i- s i  n  ( u  ) s i  n  ( i  ) m y ( s i n  (  u ^  ) s i  n  ( i ^ ) ( A  -  r  ^  " ^  )
”  s i n ( u ) s i n ( i )  r A  ^ )
-  r -3■J
)
h e  c  o G f  f  i c  i  e n t  o f ni y P y  (  ) i n  t  h  1 s  e x p r e s s i o n
( c o s  (A) c o s ( u )  - s  i  n  ( A  ) s  i  n  ( u  ) c  0 s  ( i ) )
( C 0  S (  U y )  c o s  ( A ^ ) -  s i n ( U y )  s i n ( . A y  ) c o s ( i y ) )
-F ( s i n  (A) c o s ( u ) -F c o s  ( A )  s i n ( u ) c 0 s  ( i  )  )
( c  0 s  ( u . ^ )  s  i  n  ( A y )  F s i n ( u  y ) c o s ( A y )  CO s ( i y  ) )
•F s  i  n  ( u  ) s i n ( i )  s i n ( U y ) s  i  n  ( i  y  )
~  c o  s  ( u  ) c o s  (  U y  ) c 0 s  (A ) c o s  ( i l j )
-  s  i  n  ( u ) C 0  S ( U y  ) s  i  n  (A ) c o  s  ( A  j ) c  o  s  ( i  )
-  C 0  s  ( u ) s  i  n  ( u  y  ) c o s  (A ) s  i  n  ( A y ) C 0  S ( i  y )
•F s  i  n  ( u ) s  i  n ( U y ) s  i  n  ( A ) s  i  n  (Ay) c o s ( i  ) C 0  S ( i  y  )
4- C Ü s  (  u ) c  o s  (  U y ) s  i  n  (  A ) s  i  n  (  A y - )
*F s  i  n  ( u ) c o s ( U y ) c o s  (A ) s i n ( A j ) c o s ( i )
•F c  0 s  ( u ) s  i n  ( u  y  ) s i n  (A ) c o s  (Ay) c o s ( i y )
•F s  i  n  ( u ) s  i  n ( U y ) c o s  (A ) c o s  (Ay) C O S  ( i  ) c o s ( i y)
-F s  i n  ( u ) s  i n  ( u  y  ) s  i n  ( i ) s  i n  ( i y )
”  C O S ( u )  COS ( u _ )  C O S  ( O - f l j )
s i n Cfi -Çi^)  c o s  ( 1 )c o s ( u
s i n  (j[l”'.Q.-Pc o s ( u )
s  i  n  < u  )
s i n ( u )
The  c o e f f i c i e n t
( c o s  ( f l )  c o s ( u )  s i n C f l )  s i n ( u )  c o s ( i )
( c o s ( u )  c o s C f l )  -  s i n ( u )  s i n ( f ) . )  c o s ( i
( s i n  (II) c o s ( u )  4- c o s ( D )  s i n ( u )  c o s ( i ) )
( c o s ( u )  s i n C D )  + s i n ( u )  c o s ( f l )  c o s ( i ) )
~ 2 s i n ( u )  c o s ( u )  s i n < l 7 )  c o s  ( A)  c o s ( i )
C O s ^ ( u )  s i n ^ ( A )
c o s  c n)  c o s  ( i  )
1 0 8
So  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  S b e c o m e s s  
~ m ^ ( r _ ^ ( c o s ( u )  c o s ( u ^ )  c o s  )
-  s i n ( u ) C OS ( U^) s i n  ( A-11]') c o s ( i )
-*• c o s  ( u) s i n ( u T ) s i n ( A- A] - ) c 0 s ( i y )
4' s i n ( u ) s 1 n ( Ug. ) COS ( A ”jQ J-) c o s  ( i ) c o s  ( i ] - )
’1" s i n ( u ) s i n ( u ^ ) s i n ( i )  s i n ( i ^ ) ) < A ”  ^ ~ r
r A ' h
)
1 0 9
( - c o s C f D s i n C u )  -  s i n ( n ) c o s ( u ) c o s ( i ) )
m ^ ( r ^ ( c o s ( U j ) c o s ( A j J  -  s i n ( u j. ) s i n (A^-) c o  s ( ) ) < A'
-  ( c o s ( u ) c o s ( A)  -  s 1 n ( u ) s i n ( A > C O S ( i ) )  r A   ^ )
t  ( - s i n  ( 0 )  s i n ( u ) f  c o s ( j l ) c o s ( u ) c o s ( i  ) )
( c o s ( U]. ) s i n ( A]' )  t s i n ( u ^ ) c o s ( A ] J c o s ( i ^ ) ) ( A   ^ )
-  ( c o s ( u ) s i n ( A )  + s i n ( u ) c o s ( A ) c o s ( i ) )  r A ^ )
-3 -34" c o s ( u ) s i n ( i )  i n ] ^ ( r ] ' S i n ( U ] . ) s i n ( i ^ )  ( A  
-  s i n ( u ) s i n ( i )  r A
)
The  c o e f f i c i e n t  o f  m ^ r ^ ( A ^ -   ^ ) i n  t h i s  e x p r e s s i o n
i s :
( ™c  0 s  ( 0 ) s  i n  ( u  ) - s i n  ( A)  c  0 s ( u ) c  0 s  ( i  ) )
( C 0  S ( U ]- ) c o s ( A j ) -  s i n ( U ] .  ) s i n  ( A j ) CO S ( i y  ) )
-!• ( - s i n  (A); s  i n  ( u  ) c  0 s  ( A  ) c  0 s  (  u  ) c o s ( i ) )
( C 0  s  ( u ] • )  s  i n  ( A ] ) 4" s  i n ( u  ^ ) c o s ) C OS  ( i  y  ) )
{* c o s ( u ) s i n ( i )  s i n ( u ^ ) s  i  n ( i ^ )
— s i  n ( u  ) . c o s  ( U ] . )  c o s  ( S I ) c o s  ( S l ^ )
— c  o  s  ( u  ) c o s ( u ^ ) s i n  ( f l  ) c o s  ( A y ) c o s ( 1 )
+ s  i  n  ( u  ) s  i n ( u ^ ) C 0  s  ( f 1 ) s  i  n ( f l y ) COS ( i y )
4- c  o  s  ( u  ) s  i  n  ( U ] - ) s  i  n  ( H  ) s  i  n ( A y ) c o s ( i ) C O S ( i y )
- s  i  n  ( u  ) c o s  (  U].) s  i n ( A ) s  i n ( A f )
•f C 0  s  ( u ) c o  s ( u^) c o s ( A ) s  i n  ( fly) c o s ( i  )
- s  i n ( u  ) s  i  n ( U]-) s  i  n (A ) c o s  ( f l y ) C O S ( i y )
I- C 0  s  ( u  ) s i  n ( U y ) c 0 s (A ) C O S  (A y ) c o s ( i )  c o s ( i y )
■{* c o s ( u ) s i  n ( u  ]- ) s  i  n ( i  ) s i n  ( i y )
— -' s i  n ( u ) c o s  ( U y  ) c o s  ( A~ Ay)
- C 0  s ( u ) CO S ( U j ) s i  n ( i l - A y ) COs ( i
- s i  n ( u ) s i  n ( U y ) s 1 n ( A - A y ) c o s  ( i
4 C 0  s ( u) s i  n ( U y  ) c o s  ( A - A j ) c o s  ( i
•f C 0  s  ( u ) s i n ( u ) s i n ( i )  s i n ( i y )
T h e c  o e  f f  i c  i  e n  t o f -  m y  f  A  ^ i  s  :
( - C O S ( H)  s i n ( u )  - s i n ( A )  c o s ( u ) c o s ( i ) )  
( c o s ( u )  c o s ( A ) -  s i n ( u )  s i n ( A )  c o s ( i ) )
•f ( -  s i n (A ) s i  n ( u ) c o s  ( A)  c o s ( u )
' ( c o s ( U) s i n ( A) s i n ( u)  c o s ( A)
CO s ( u )  s i n ( i )  s i n ( u )  s i n ( i )
V sz — s i n ( u ) c o s ( u ) c o s  ^ ( A )
c o s ’” ( u ) s i n ( 0  ) c o s ( A )  c o s (1 ) ,
4 s i n  ^ ( u ) s i n (A ) c o s ( A )  c o s ( i )
4 s 1 n ( u ) c o s ( u ) s i n ^ ( A )  c o s  ^ ( i )
U' — s i n ( y ) c o s ( u ) s i n ^ ( A )
i 4 c o s  ^ ( u ) s i n (A ) c o s ( A )  c o s ( i )
V ■ “ s i n ^ ( u ) s i n (A ) c o s (A) c o s ( i )
4 s i n ( u ) c 0 s ( u ) c o s ^ ( A )  c o s  ^( i )
4 s i n ( u ) CO s ( u ) s i n  ( i )
1 1 0
..I
?' -i
u J :
1 1 1
S o  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  T b e c o m e s  :
T = -  m y Cy ( s 1 n ( u ) c o s C u ^ )  c o s  ( A - A y )
4  c o s ( u )  c o s C U y )  s i n C A " ”A - j )  c o s ( i )
4 s i n ( u )  s i n ( U y )  s i n ( A ~ A y  ) c o s ( i y )
“  c o s C u )  s i n ( U y )  c o s  ( A - A - j )  c o s ( i )  c o s ( i y )
-  c o s ( u )  s i n ( U y )  s i n ( i )  s i n ( i y ) )  ( -  r  )
1 1  2
s i n ( A ) s i n ( i ) m y C r ^ ( c o s ( U y ) c o s ( A y )
-  s i n ( U y ) s i n ( A y ) c o s ( i y ) ) ( A   ^ -  r ^ )
-  ( c o s ( u ) c o s ( A )  -  s i n ( u ) s i n ( n ) c o s ( i ) >  r A   ^  ^ ) 
-  c o s  ( n  ) s i n ( i ) m y ( Py ( c o s ( u y ) s i n ( Ay  )
4 s i  n ( u ^ ) c o s  ( f l y ) c 0 s ( i y ) ) ( A  -  )
” ( c o s ( u ) s i n ( A )  4 s i n ( u ) c o s ( f l ) c o s ( i ) )  r A” )^
4 c o s ( i ) my ( py s i n ( U y ) s i n ( i y )  ( A   ^ -  Py"^ )
-3-  s i n ( u ) s i n ( 1 ) p A )
T h e  c o e f f i c i e n t  o f  P y  ( -  p ^ " " ^ )  i n  t h i s
e x p r e s s i o n  i  s  s
s i n ( A ) s i n ( i )  ( c o s  ( u y )  c o s  ( A y )  -  s i n ( U y )  s i n ( i l y )  c o s ( i y ) )
-  c o s (A) s i n ( i )  ( c o s ( U y )  s i n (Ay) 4 s i n ( U y )  c o s  (Ay)  c o s ( i y ) )
4 c o s ( i )  s i n ( U j )  s i n ( i y )
” co S ( U y  ) s i n (A) c o s  (A.y) s i n ( i )
-  s i n ( u y ) s i n (A) s i n ( A y )  s i n ( i )
”  C O S ( u _ ) c o s (A) s i n  ( A y )  s i n ( i )
-  s i n ( U y ) c 0 s (A) c 0 s ( A y  ) s i n ( i )
4 s i n ( U y ) c 0 s ( i ) s i n ( i y  )
= CO S ( U y  ) s i n (A-Ay)  s i n ( i )
" s i n ( u y ) c o s  ( A- Ay )  s i n ( i )  CO s (
4 s i n ( U y ) c 0 s ( i ) s i n ( i y  )
11  3
Th e  c o e f f i c i e n t  o f  - m^ r  A i so'
s i n ( A )  s i n ( i )  ( c o s ( u )  c o s  ( A ) -  s i n ( u )  s i n ( i l )  c o s ( i ) )
-  c o s ( O )  s i n ( i )  ( c o s C u )  s i n  ( A)  4 s i n ( u )  c o s  ( i l )  c o s ( i ) )  
4 c o s C i )  s i n ( u )  s i n ( i )
c o s ( u )  s i n ( A )  c o s ( A )  s i n ( i )
-  s i n ( u )  s i n ’’ ( A)  s i n  Ci )  c o s ( i )
-  c o s ( u )  s i n ( A )  c o s ( A )  s i n ( i )
-  s i n ( u ) c o s ’" CD) s i n C i )  c o s ( i )
4 s i n C u )  s i n  Ci )  c o s ( i )
: 0
So t h e  e x p r e s s i o n f o r  W b e c o m e s :
w = m y py ( c 0 s ( u y ) s i n ( A - A y )  s i n ( i )
-  s i n ( Uy ) c o s  ( A - A y )  s i n ( i ) c 0 s ( i y)
4 s i n ( Uy) c o s C i )  s i n ( i y ) )
1 1 4
C o l l e c t i n g  t h e s e  t o g e t h e r ,  we t h u s  h a v e :
S = m^ Cr ^ - Cc o s l u )  c o s ( u ^ )
-  s i n ( u ) c o s ( ) s i n  Ci7“/1 j ) c o s Ci )
+ c o s ( u ) s i n ( U y ) s i n  ( . f l - f i j ) c o s ( i y )
i  s 1 n ( u ) s i n ( u ^ ) c o s  ( i l - i l j ) c o s Ci )  c o s C i ^ J
i- s i n ( u ) s i n ( u ^ ) s i n ( i ) s i n ( i ^ ) )  ( -  r
-  r A " ’ )
m y ( ( s i n ( u ) c o s  ( U3-) c o s  ( O - I l j )
>
•Î- c o s ( u )  c o s ( u j )  s i n C Q - . d j )  c o s ( i )
+  s i n ( u )  s i n ( u ^ )  s i n C d - i l j )  c a s ( i ^ )
-  c o s ( u )  s i n ( u ^ )  c o s ( X 2 " * n . j )  c o s ( i )  c o s C i ^ )
-  c o s ( u )  s i n ( U j - )  s i n ( i )  s i n ( i ^ ) )  ( )
in ^  r ^ C c o s C u ^ . )  s  i  n  s i n ( i )
-  s i n ( u ^ )  c o s  ( I I - i l  3") s i n C i )  c o s ( i j - )
■f* s i n ( u ^ )  c o s ( i )  s i n ( i ^ ) )  (
1 1 5
At  t h i s  s t a g e  we c a n  a l s o  p r o d u c e  an e x p r e s s i o n  
f o r  c a l c u l a t i n g  A ,  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  m i n o r  
p l a n e t  and  J u p i t e r ,  By s i m p l e  g e o m e t r y ,
= ( X- X ^ ( y - y ^ )  ( z - z
i n  a ny  r e c t a n g u l a r  f r ame  o f  r e f e r e n c e  ( x , y , z ) .  U s i n g  
t h e  e c l i p t i c  f r a m e  o f  r e f e r e n c e  a s  b e f o r e ,  we h a v e  
a l r e a d y  d e t e r m i n e d  t h a t :
X = r ( c o s ( u )  c o s CH)  -  s i n ( u )  s i n ( A )  c o s ( i ) )
y = r ( c o s C u )  s i n ( A )  + s i n ( u )  c o s ( A )  c o s ( i ) )
z  = r s i n ( u )  s i n ( i )
a nd
X^ = r ^ ( c o s C u ^ )  c o s C A j - )  -  s i n C u - ^ )  s i n ( A j )  c o s ( i j ) )  
y^ •“ r _ ( c o s ( u ^ )  s i n ( A y )  4- s i n ( u ^ )  c o s  ( f l j )  c o s ( i ^ ) )
~ Vy s i n ( U j )  s i r i ( i y )
S u b s t i t u t i n g  t h e s e  i n t o  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  A ^ ,  we h a v e :
A^  = ( r c o s ( u )  c o s ( A )  -  r s i n ( u )  s i n ( A )  c o s C i )
-  P y  c o s ( u ^ )  COS (A.^) + Cg- s i n ( U j )  s 1 n (A^-) c o s ( i ^ ) )
+ ( r  c o s ( u )  s i n  ( A)  -f- r s i n ( u )  c o s  ( A)  c o s ( i )
~ c o s ( u ^ )  s i n CA-j) -  P y  s i n ( u _ )  c o s ( A j )  c o s C i j . ) )  
( r s i n C u )  s i n C i )  -  r  y  s i n C u ^ J  s i n ( i ^ )  )
■; -■-■ \  ■: ■■■ ■ ’ ÿ%  , . ;  ' ' - % : . "  , v  V" ' ■ ■ ' -■" - J j  ■ ;v ' .  ' , • .....................<'. -i
1 1 6
r^ c o s ^ ( u )  COS * ( A)  
+ r*" s i n ^ ( u )  s i n ' C A
i- COS ( u ^ )  COS
+ p y ^  s i n ( u ^ )  s i n
2 r  ^ s i n ( u )  c o s ( u s i n (A) c o s (A) c 0 s ( i )
— 2 r c o s ( u ) c o s COS ( A) c o s < Cly)
f 2 r CQ s ( u ) s i n Uy) c o s ( A) s 1 n C A^> c o s ( i^ )
-h 2 r s 1 n ( u ) COS ) s i n ( A) COS (Sl y) C o s  ( i )
— 2 r py. s i n ( u ) s i n "3-) s i n (A ) s 1 n ( A j ) COS( i ) C
2 r y^  s i n ( ) COS s i n (A:r) COS (SXy) C 0 s ( i ^ )
•f r % c o s ^ ( u )  s 1n  ^ (A
i' r  ^ s 1 n*  ^ ( u ) c o s ^ C A
4- r A  c o s ^ ( u t ) s i n ’
4- s i n ^ C u ^ - )  c o s ^
4" 2 r s i n ( u )  c o s C u
CCS ( i ) 
a y )
.Ci^) c 0 s  ^ ( i V )
C O S  ( i )
Aj-)
A j )  COS  ^ ( i ^ )
s i n ( A )  COS( A)  c o s ( i )
- 2 r *"cr c 0 s  ( y  ) C O S u ^ ) s i n  C D ) s i n ( A ? )
- 2 r ^3- C O S  ( u ) s i n U s i n  ( A ) c  0 s  C A j ) c  o  s  (  i  3- )
- 2 ;r s  i  n  < u  ) C O S u , ^ ) C O S  ( A ) s i n  (Sl y) c o s ( i ) , "'b.
— 2 r S i  n  ( u  ) s i n U j - ) C O S  C A ) C O S  CA-^y) C O S  ( i  ) C O S  ( i 3. )
+ 2 r %T s i n ( u _ A C O S u _ _ ) s  i  n  (Sly) C O S  ( A j ) c o s ( i y )
4 r 1. S i  n u  ) S i n " ( i
4 r 7-T s  i  r A  ( u  3- ) s i r A i ^ )
— 2 P s i  n ( u ) s  i n U g . ) s i n ( i ) s i n ( i _p )
L'.
■In t h i s  e x p r e s s i o n /  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  r* i s :
S i m i l a r l y  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  r ^ ^  i s :
CO s ^  ( Ug.) c o s  ^ ( A j - )
4  s i n * ' ( u ^ )  s i n *  ( A j )  c o s ^ ( i y )
-  2 s . i n ( u ^ )  c o s C U g . )  s i n ( A j - )  c o s C A j )  c o s C i g . )  
4  CO s  ^ ( u ^  ) s i n *  ( A  j )
4  s i n ' ' ( u . j . )  c o s  * ( 03 -) c o s t ' d  3, )
4 2 s i n ( u ^ )  c o s ( u , ^ )  s i n C A ^ )  c o s C A ^ - )  c o s  ( i^.)  
4  s i n * ' ( u ^ )  s i r A C i g . )
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C O s * ( U ) C O S *' ( A ). !
4 s i n^ ' Cu)  s i n *  (Cl) c o s * ’ ( i )
-  2 s i n ( u )  c o s C u )  s i n < 0 ) c o s ( 0 ) c o s ( i )
4  CO s ’■ ( u ) s i n^ ( 0 )
4 s i r d C u )  CO s'  ( 0 )  c o s *  ( i )
4 2  s i n C u )  c o s ( u )  s i n ( 0 ) c o s ( 0 )  c o s ( i )
z Î4 s i n  ( u )  s i n  ( i )
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c 0 e f f 1 c i e n  t o f 2 r r 3- i s :
c o s ( u ) c o s  ( U3.) c 0 s ( 0 ) c o s ( Q j )
COS( Ü) s i n ( U3.) c O S ( A ) s i n ( ^ 3-) c 0 s ( i
s i  n ( u ) C 0 s ( U y  ) s i n ( A) c o s  ( S l y ) c 0 s ( i
s i n ( u ) s i n ( u 3. ) s i n ( A ) s i n ( Ü 3) c o s  ( i
CO s ( u ) c o s  ( U 3.) s i n ( A ) s i n  (Sl y)
c o s ( u ) s i n ( u g. ) s i n ( A) c o s  ( A 3 ) c o s  ( i
s i n ( u ) c o s ( U y ) c o s  ( A) s i n  (0 ,3 ) c 0 s ( i
s i n ( u ) s i n ( u y ) c 0 s ( A) c o s  ( A 3 ) c 0 s ( i
s i n ( u ) s i n ( u g.) s i n ( i ) s i n ( 13  )
-  c o s ( u )  c o s C 3'
4 s  i n  ( u  ) CO s  (  U 3. ) s  i  n  ( S i " S l y ) C O s  ( i  )
-  c  0 s  ( u  ) s  i  n  ( u  ^  ) s  i  n  ( A - A 3 ) c  0 s  ( i  3 )
” s  i  n  ( u  ) s  i  n  ( u  3.) c o s  ( C l " S l y ) c o s ( i )  c  0 s  ( i  3. )
-  s  i  n  ( u  ) s  i  n  ( u _ ) s i n ( i )  s i n ( i g - )
S o  w e  h a v e »
4 f y  -  2 r r ^ ( c o s ( u ) c o s ( u 3- ) c o s ( A  ~ S l y )
-  s i n ( u  ) c o s  ( Ug.) s i n (A-Ag-)  00  s ( i )
4 c o s ( u ) s i n ( u 3, ) s i n  (A- j lg . )  c o s  ( i 3. )
4 s i n ( u ) s i n ( u _ ) c o s  (A-Xl-j) 0 0 5 ( 1 ) 0 0 5 ( 13.)
4 s i n ( u ) s 1 n ( u 3, ) s 1 n ( 1 ) s i n ( i 3- ) )
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î t may b e  r e m a r k e d  t h a t  t h e s e  r a t  he  r L e n g t h y  
e x p r e s s i o n s  f o r  S ,  T ,  W a n d  [SS w e r e  r e a c h e d  by  
c a l c u l a t i o n s  u s i n g  t h e  e c l i p t i c  a s  t h e  r e f e r e n c e  
p l a n e .  I t  w o u l d  h a v e  b e e n  e q u a l l y  p o s s i b l e  t o  u s e  t h e  
p l a n e  o f  t h e  o r b i t ,  e i t h e r  o f  J u p i t e r ,  o r  o f  t h e  m i n o r  
p l a n e t ,  a s  t h e  r e f e r e n c e  p l a n e .  I n  t h e  f i r s t  c a s e ,  t h e  
e c j u a t i o n s  f o r  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  J u p i t e r  w o u l d  h a v e  
b e e n  much s i m p l e r ,  and t h o s e  f o r  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  
m i n o r  p l a n e t  muc h m o r e  comp l e x  ^ i n  t h e  s e c o n d  c a s e ,  
v i c e  v e r s a .  I n  e i t h e r  c a s e ,  t h e  e n d  r e s u l t s  w o u l d  h a v e  
b e e n  t h e  s a me  a s  t h o s e  o b t a i n e d  h e r e .  The  u s e  o f  t h e  
e c l i p t i c  a s  t h e  r e f e r e n c e  p l a n e  i n t r o d u c e s  a d e g r e e  o f  
s y m m e t r y  i n t o  t h e  c a l c u l a t i o n s ,  w h i c h  ma k e s  i t  
p r e f e r a b l e .  The  n o r m a l  a p p r o a c h  i n  t r e a t i n g  t h e  
r e s t r i c t e d  c a s e  o f  t h e  t h r e e - b o d y  p r o b l e m  i s  t o  u s e ,  a s  
t h e  r e f e r e n c e  p l a n e ,  t h e  p l a n e  i n  w li i c h t h e  t wo  m a j o r  
b o d i e s  move  t h a t  i s ,  i n  t h i s  c a s e ,  t h e  o r b i t a l  p l a n e  o f  
J u p i t e r .  H o w e v e r ,  d e p a r t u r e  f r o m t h i s  p r i n c i p l e  ma k e s  
t h e  c a l c u l a t i o n s  s i m p l e r  w i t h o u t  a l t e r i n g  t h e  f i n a l  
e q u a t i o n s  of  m o t i o n .
u A-r -  0 .r
w h e r e  i s  t h e  t r u e  l o n g i t u d e  o f  J u p i t e r
I
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L e t  us  now p a u s e  t o  c o n s i d e r  t h e s e  e x p r e s s i o n s  f o r  
S ,  I  and W,  f o r / i * ,  a n d  f o r  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e
o r b i t a l  e l e m e n t s ,  t o  s e e  wh a t  f o r m s  t h e y  w o u l d  t a k e  i f
b o t h  i a nd  i .^ w e r e  z e r o .  I n  t h i s  c a s e  b o t h  fi a nd  Sly
w o u l d  be  i n d e t e r m i n a t e ,  a n d  t h e  p r o b l e m  w o u l d  be  
e n t i r e l y  r e s t r i c t e d  t o  t w o  d i m e n s i o n s .  T h i s  i s  t h e
s i t u a t i o n  c o n s i d e r e d  by  S c h u b  a r t  (1 9 6 8 ) ,
Le t  u s  f i r s t  t a k e  t h e  e x p r e s s i o n  w h i c h  o c c u r s  i n  
t h e  f o r m u l a e  f o r  b o t h  S a n d  A*, n a m e l y :
COS ( u )  CO S ( U3  ) c o s  (A -A g . )
-  s i n ( u )  c o s  ( U3,) s i n l A - i l g . )  c o s ( i )
4 c o s ( u )  5 i n ( u 3. ) s i n ( 0 - 0 g) 0 0 5 ( 1 3 ) ( 3 )
4 s i n ( u )  s i n ( u 3 ) c o s  ( A - f l j )  c o s ( i )  0 0 9 ( 1 3 )
4- s i n ( u ) 5 i n ( u 3 ) s i n ( i ) s i n ( i )
I f  i ~ i 3  = 0 ,  t h i s  r e d u c e s  t o :
c o s ( 0  - " 0 3 4  u -  u 3  )
S u t  t h e  a n g l e  u wa s  o r i g i n a l l y  d e f i n e d  a s  d
u = CC -  0  4 V
~ A "" 0
w h e r e  A -  v 4 ( X / i s  t h e  t r u e  l o n g i t u d e  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t .
S i m i l a r l y  we may w r i t e
i
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So t h e  e x p r e s s i o n  ( 3 )  f i n a l l y  r e d u c e s  t o
c o s ( X - A 3 )
S u b s t i t u t i n g  t h i s  i n t o  t h e  f o r m u l a  f o r  A*,  we h a v e  now :
A* » r 4 -  2 r r ^  c o s C A - A ^ )
' whi ch i s  e x a c t l y  wh a t  we w o u l d  e x p e c t  f r o m g e o m e t r i c a l  
c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  s i t u a t i o n .
We now a l s o  f i n d  t h a t  t h e  f o r m u l a  f o r  S b e c o m e s :
S “ ffl^Cr^, c o s C A - A j )  ( -  r^"^ ) -  r A~^ )
L e t  u s  c o n s i d e r  now t h e  e x p r e s s i o n
s i n ( u )  c 0 s ( u 3 ) c o s C A - A j )
4 c o s ( u )  c o s  ( U3)  s i n  ( 0 - 0  3) c o s ( i )
4 s i n ( u ) s i n < u-j. ) s i n ( 0  -  A 3) c o s  ( i 3 )
-  c o s ( u )  s i n ( u - j )  c o s  ( 0 - A 3) c o s ( i )  c o s ( i 3  )
-  c o s C u )  s i n ( U3 ) s i n ( i )  s i n ( i 3 )
w h i c h  o c c u r s  i n  t h e  f o r m u l a  f o r  T . I f  i  =  i  3 =  0 ,  t h i s  
r e d u c e s  t o :
s i h ( u -  u 3 4 A  -  A 3 )
a n d  h e n c e  t o  s i n ( A - A y ) .
The  e x p r e s s i o n  f o r  T t h u s  b e c o m e s :
3 r^ s i n C X - A y )  ( A ^  -  )
I n t h e  c a s e  o f W ,  e v e r y  t e r m  i n  t h e  e x p r e s s i o n  c o n t a i n s
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e i t f i e r  s i n ( i )  o r  s i n ( i y ) ,  s o  i f  i = i y  = 0 we h a v e  
s i m p l y
I
»
■iS
J
I
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We t u r n  f i n a l l y  t o  t h e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  
t h e  s i x  o r b i t a I e l e m e n t s ,  G,  |u,  ,  lj/%, 'X^ a nd  y  ^ . I f
we t a k e  S t o  be  t h e  r e d u c e d  f o r m o f  S ( a b o v e )  
. m u l t i p l i e d  by G,  Ty  t o  be  t h e  r e d u c e d  f o r m o f  T 
m u l t i p l i e d  by  G,  a nd  W^ . t o  be  z e r o ,  t h e s e  e q u a t i o n s  
b e e  orn e :
dG r
I y
dt  G
Jp p 4 q r _______  e c o s  ( v)“ a -  «--- -- n y -  $ 3 . ( 2  ”* yt 1 •*e ’■ i) 4-------------   -)
dt  p G^  14 yTi  " e *■ )
r e s i n ( V )
^ G * 14 / ( I  - e^- )
d^, r r
“ “ -•= S ^ s i n ( A )  4 T ( c o s ( A )  ( —  4 1 )  4 ~ ~  )
d t  ^  G" g’ ^
d Ÿ ’i, r r
” “  S _ c o s ( A )  4 T__ ( s i n ( A )  ( 4 1 )  4 - - l / ' ,  )
d t  G"  g "
dX,  d x ,
d t  dt
T h e s e  s i m p l i f i e d  e q u a t i o n s  f o r  S a n d  T,  f o r  a n d  f o r  
t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  f o u r  o r b i t a l  e l e m e n t s  
G,  p ,  l{/, an d  l|/  ^ a r e  i d e n t i c a l  w i t h  t h o s e  g i v e n  by  
S c h u b a r t  ( 1 9 6 8 ) .  I f  t h e  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  m i n o r  
p l a n e t  i s  z e r o ,  t h e n  y ! ,  = X x ™  0 ,  and s i n c e  t h e  
d e r i v a t i v e s  o f  t h e s e  e l e m e n t s  a l s o  r e d u c e  t o  z e r o ,  t h e y  
r e m a i n  z e r o  f o r  e i l l  t i m e ,  a s  we s h o u l d  e x p e c t .
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At  e a c h  s t e p  o f  t h e  i n t e g r a t i o n ,  t h e  o r b i t a l  
p a r a m e t e r s  G,  ^   ^ X,  a n d  X% w e r e  k n o w n ,  f r o m  t h e
p r e v i o u s  s t e p .  From t h e s e ,  a l l  t h e  n e c e s s a r y  v a r i a b l e s  
c o u l d  be  c a l c u l a t e d ,  a s  f o l l o w s .
The  me an l o n g i t u d e  o f  J u p i t e r  was  a s s u m e d  t o  
i n c r e a s e  s t e a d i l y  a t  t h e  r a t e  o f  n ^ ,  f r o m i t s
s t a r t i n g -  v a l u e , ’ n y  was  c a l c u l a t e d  a s  J  ( 1 4 my)  ,  t h e  
m a s s  o f  J u p i t e r  b e i n g  t a k e n  a s  ( 1 0 4 7 , 3 5 5 )  ' s o l a r
m a s s e s ,  a n d  t h e  s t a r t i n g - v a l u e  o f  t h e  l o n g i t u d e  was  
f o u n d  f r o m t h e  " A s t r o n o m i c a l  E p h e i n e r i s "  f o r  t h e  d a t e  o f  
t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  i n t e g r a t i o n .  The  me a n  l o n g i t u d e  
o f  t h e  m i n o r  p l a n e t  c o u l d  t h e n  be  f o u n d  f r o m t i i e  
c u r r e n t  v a l u e  o f  ju,  by t h e  f o r m u l a
p 4 q
I pi 4 — — — [ 3 .
P
The  me an a n o m a l y  o f  J u p i t e r  wa s  e q u a l  t o  i t s  me an  
l o n g i t u d e ,  s i n c e  l o n g i t u d e s  w e r e  m e a s u r e d  f r o m t h e  
p e r i h e l i o n  o f  J u p i t e r .  The  me a n  a n o m a l y  o f  t h e  m i n o r
p l a n e t  was  f o u n d  by  s u b t r a c t i n g  t h e  c u r r e n t  v a l u e  o f  CO 
f r o m  i t s  mean l o n g i t u d e ,  ( tan(co) -  S i . / f , .)
K e p l e r ' s  e q u a t i o n  was  t h e n  s o l v e d  t w i c e  t o  f i n d  
t h e  t r u e  a n o m a l i e s  and t h e  r a d i u s  v e c t o r s  o f  t h e  t wo  
p l a n e t s .  For  J u p i t e r ,  t h e  e c c e n t r i c i t y  wa s  a s s u m e d
c o n s t a n t  a t  0 , 0 4 8  f o r  a l l  t h e  i n t e g r a t i o n s ^  f o r  t h e  
mi nor'  p l a n e t  t h e  c u r r e n t  v a l u e  o f  t h e  e c c e n t r i c i t y  was  
u s e d ,  c a l c u l a t e d  f r o m :
e = f p ; *
The  s e m i - m a j o r  a x i s  o f  J u p i t e r ' s  o r b i t  was  a l w a y s  e q u a l  
t o  1 ; f o r  t h e  m i n o r  p l a n e t ,  i t  was  c a l c u l a t e d  f r o m
1 2 5
g "
1 - e
No s p e c i a l  t e c h n i q u e  wa s  u s e d  t o  s p e e d  up t h e  s o l u t i o n  
o f  K e p l e r ' s  e q u a t i o n , '  t h e  p r o c e s s  wa s  s i m p l y  t o  t a k e  
t h e  me a n  a n o m a l y  M a s  a f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  E, t o  t h e  
e c c e n t r i c  a n o m a l y ,  a nd  t h e n  c a l c u l a t e  
E  ^ “ M 4 e s i n ( E , ) 
f o r  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s ,  u n t i l  t h e  r e s u l t s  
c o n v e r g e d  t o  a c o n s t a n t  v a l u e  E,  The  e c c e n t r i c i t i e s  
u s e d  w e r e  a l l  s o  s m a l l  t h a t  o n l y  a f e w  i t e r a t i o n s  w e r e  
n e e d e d  i n  e a c h  c a s e .
The  t r u e  a n o m a l y  v was  t h e n  c a l c u l a t e d  f r o m
J 1 - e  ^ s i n C E )
t a n ( v )  " ------------------------------------
c o s ( E ) ” e
a n d  t h e  r a d i u s  v e c t o r  r  f r o m
r = a ( 1 - e c o s ( E )  )
The  t r u e  l o n g i t u d e  Ay  o f  J u p i t e r  wa s  t h e  s a me  as  t h e
t r u e  a n o m a l y ,  a n d  t h e  t r u e  l o n g i t u d e  A  o f  t h e  m i n o r
p l a n e t  was  f o u n d  by  a d d i n g  iD" t o  t h e  t r u e  a n o m a l y  v .
The  v a l u e s  f o r  t h e  i n c l i n a t i o n  a n d  t h e  l o n g i t u d e
o f  t h e  a s c e n d i n g  n o d e  o f  J u p i t e r  w e r e  i i e l d  c o n s t a n t
t h r o u g h o u t  t h e  i n t e g r a t i o n ,  t h e i r  v a l u e s  b e i n g  f o u n d
f r o m  t h e  " A s t r o n o m i c a l  E p h e m e r i  s"  f o r  t h e
s t a r t  i n g - d a t e .  The  c o r r e s p o n d i n g  v a l u e s  f o r  t h e  m i n o r
p l a n e t  w e r e  c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  c u r r e n t  v a l u e s  o  f X ,
a nd  ,  by
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fin (i) = y y /  + y
t a n ( O )  " X ^ / y ,
T h u s  a l l  t h e  v a r i a b l e s  n e e d e d  t o  c a l c u l a t e  S ,  T a nd  W,  
a nd  c o n s e q u e n t l y  t o  c a l c u l a t e  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  
s i x  o r b i t a l  e l e m e n t s ,  c o u l d  b e  f o u n d .
I t  was  now n e c e s s a r y  t o  a p p l y  t h e  a v e r a g i n g  
t e c h n i q u e  ( d e s c r i b e d  by  S c h u b a r t ,  1 9 6 8 )  at  e a c h  s t e p  i n  
t h e  i n t e g r a t i o n .  The  mean l o n g i t u d e s  o f  t h e  t wo  
p l a n e t s  w e r e  a l l o w e d  t o  i n c r e a s e  s t e a d i l y  t h r o u g h  a 
c i r c u i t  o f  p o r b i t s  o f  J u p i t e r ,  o r  p + cj o r b i t s  o f  t h e  
m i n o r  p l a n e t , "  a l l  t h e  o t h e r  o r b i t a l  p a r a m e t e r s  w e r e  
k e p t  c o n s t a n t .  At  i n t e r v a l s  a r o u n d  t h e  c i r c u i t ,  t h e  
d e r i v a t i v e s  o f  t h e  s i x  o r b i t a l  e l e m e n t s  w e r e  c a l c u l a t e d ,  
a n d  s t o r e d . '  The  n u mb e r  o f  i n t e r v a l s  v a r i e d  a c c o r d i n g  
t o  t h e  v a l u e s  o f  p a n d  q i n  use," i t  was  d e f i n e d  t o  be  
7 2 * ( p + q ) ,  o r ,  i n  o t h e r  w o r d s ,  e a c h  i n t e r v a l  
c o r r e s p o n d e d  t o  a m o v e m e n t  o f  5 d e g r e e s  i n  t h e  me a n  
l o n g i t u d e  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t .  The  s t o r e d  v a l u e s  o f  
t h e  d e r i v a t i v e  w e r e  t h e n  a v e r a g e d ,  u s i n g  a N e w t o n - C o t e s  
f o r m u l a :  i f  t h e  N v a l u e s  o f  o n e  o f  t h e  d e r i v a t i v e s  w e r e
X , f . , , , x ^ ,  t h e n  t h e  a v e r a g e  v a l u e  was  t a k e n  t o  b e
X =  ( X , 4  4 X ^ 4  2 Xj  4  4 X ^  4
 ^ 4  4 4  X ^ )  /  3 N
I n  f a c t  t h e  e n t i r e  p r o c e s s  o f  c a l c u l a t i n g  a nd  
a v e r a g i n g  t h e  d e r i v a t i v e s  was  c a r r i e d  o u t  i n  a 
s u b r o u t i n e  o f  t h e  m a i n  p r o g r a m .  At  e a c h  s t e p  i n  t h e  
m a i n  i n t e g r a t i o n ,  t h e  c u r r e n t  v a l u e s  o f  t h e  s i x  o r b i t a l
' - "' ' - '  ' '  ' ' ' ' ' '' '
i n  t h e  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  o r b i t a l  e l e m e n t s , ’ t h e  
p r o c e d u r e s  u s e d  f o r  t h i s  w i l l  b e  d e s c r i b e d  n e x t .
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e l e m e n t s  w e r e  p a s s e d  t o  t h e  s u b r o u t i n e ,  a l o n g  w i t h  s u c h  
c o n s t a n t s  a s  w e r e  n e c e s s a r y ,  a n d  t h e  a v e r a g e d  v a l u e s  o f  
t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  s i x  e l e m e n t s  w e r e  r e t u r n e d .  T h e  
m a i n  p r o g r a m  t h e n  p r o c e e d e d  t o  c a r r y  o u t  t h e  n e x t  s t e p  !'/ '
%
%
Î
1
a
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T h e  m a i n  p a r t  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  w a s  c a r r i e d  o u t  
b y  a n  A d a m s  " p r e d i c t o r -  c o r r e c t o r "  rn e t h o d .  T h i s
t e c h n i q u e  u s e s .  t h e  v a l u e  o f  t h e  r e q u i  r e d  f u n c t i o n  y „  
a n d  i t s  d e r i v a t i v e  y \  a t  t h e  c u r r e n t  p o i n t ,  a n d  t h e  
d e r i v a t i v e s  V X i   ^ y e t c ,  a t  s e v e r a l  p r e v i o u s
p o i n t s ,  t o  " p r e d i c t "  t h e  v a l u e  y ^ ^ ,  a t  t h e  n e x t  p o i n t ,  
b y  a n  e x p r e s s i o n  o f  t h e  f o r m :
y„^., = y» + h + Hpy L ,  + c ^ y ^ z  '''
w h e r e  h i s  t l i e  s t e p -  l e n g t h  o f  t h e  i n t e g r a t i o n ,  A ^ ,  0^ 
e t c .  a r e  c o n s t a n t s ,  a n d  t h e  e x p r e s s i o n  i s  c a r r i e d  t o  a s  
m a n y  t e r m s  a s  r e q u i r e d .
From t h i s  " p r e d i c t e d "  v a l u e  o f  y^^, t h e  d e r i v a t i v e  
y i s  c a l c u l a t e d ,  a n d  t h e  v a l u e  o f  y^^., i s  t h e n  
" c o r r e c t e d "  by  t h e  f o r m u l a :
y„. l  = y^ + h ( A , y ' _ ,  +
w h e r e  A^,  e t c .  a r e  f u r t h e r  c o n s t a n t s ,  a nd  t h e
e x p r e s s i o n  i s  c a r r i e d  t o  t h e  s a me  n u mb e r  o f  t e r m s  a s  i n  
t h e  " p r e d i c t o r "  f o r m u l a .
T h i s  " c o r r e c t e d "  v a l u e  o f  y ^ ^ , i s  a c c e p t e d  a s  t h e  
v a l u e  f o r  t h e  n e x t  p o i n t ,  and a " c o r r e c t e d "  v a l u e  o f  
y'^_^i i s  c a l c u l a t e d  f r o m i t ,  f o r  u s e  i n  t h e  s u b s e q u e n t  
s t a g e s  o f  t h e  i n t e g r a t i o n .
I t  w o u l d ,  o f  c o u r s e ,  b e  p o s s i b l e  t o  a p p l y  t h e  
" c o r r e c t o r "  f o r m u l a  mo r e  t h a n  o n c e ,  b u t  t h i s  d o e s  n o t  
n e c e s s a r i l y  i m p r o v e  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  r n e t l i o d .  I t  i s  
g e n e r a l l y  c o n s i d e r e d  b e t t e r  e i t h e r  t o  d e c r e a s e  t h e
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s t e p - L e n g t h ,  o r  t o  t a k e  mo r e  t e r m s  i n  t h e  f o r m u l a e ,  o r  
b o t h .  B e f o r e  t h e  f u l l  i n t e g r a t i o n  wa s  c a r r i e d  o u t ,  
t h e r e f o r e ,  a s e r i e s  o f  t r i a l  c a l c u l a t i o n s  was  m a d e ,  
w i t h  d i f f e r e n t  s t e p - l e n g t h s  a nd  d i f f e r e n t  n u m b e r s  o f  
t e r m s ,  t o  s e e  w h i c h  c o m b i n a t i o n  g a v e  t h e  g r e a t e s t  
a c c u r a c y  w i t h o u t  u s i n g  e x c e s s i v e  c o m p u t i n g - t i m e .  The  
f u n c t i o n  i n t e g r a t e d  wa s  o n e  w h o s e  i n t e g r a l  wa s  kno wn  
a n a l y t i c a l l y ,  n a m e l y  y ' -  s i n C x ) ,  The  a c c u r a c y  o f  t h e
v a r i o u s  s e t s  o f  r e s u l t s  wa s  c o m p a r e d ,  a nd  t h e  f i n a l  
c h o i c e  was  a s t e p - l e n g t h  o f  0 . 5  t i m e - u n i t s ,  t o g e t h e r  
w i t h  s i x  t e r m s  i n  e a c h  o f  t h e  f o r m u l a e .
( As  e x p l a i n e d  i n  on p a g e  8 9 ,  a t i m e - un i t  i s  a b o u t
1 . 9  y e a r s ,  s o  t h e  s t e p - l e n g t h  h e r e  i s  n e a r l y  o n e  y e a r .  
S c h u b a r t  ( 1 9 6  8 )  s u g g e s t s  an i n t e r v a l  o f  1 . 5  or  2 
y e a r s .  I t  i s  t h e  a v e r a g i n g - o u t  o f  t h e  s h o r t - p e r i o d  
e f f e c t s  t h a t  e n a b l e s  s u c h  l o n g  i n t e r v a l s  t o  be  u s e d ,  
w i t h  t h e  r e s u l t  t h a t  t h e  o r b i t  c a n  be  s t u d i e d  o v e r  a 
muc h l o n g e r  p e r i o d  o f  t i m e  t h a n  w o u l d  o t h e r w i s e  be  
f e a s i b l e . )
To c a r r y  o u t  t h e  t r i a l  c a l c u l a t i o n s ,  i t  wa s  o f  
c o u r s e  n e c e s s a r y  f i r s t  t o  e v a l u a t e  t h e  c o n s t a n t s  
A ,  a n d  A ^ . i n  t h e  Adams f o r m u l a e .  The
m e t h o d  f o r  t h i s  c o n s i s t s  i n  m a k i n g  t h e  n - t e r r n  f o r m u l a e  
e x a c t l y  c o r r e c t  f o r  t h e  i n t e g r a t i o n  o f  an n ' t h - o r d e r  
p o l y n o m i a l .  We g i v e  h e r e ,  i n  d e t a i l ,  t h e  m e t h o d  o f  
d e t e r m i n i n g  t h e  c o n s t a n t s  f o r  t h e  s i x - t e r m  f o r m u l a e  
w h i c h  w e r e  e v e n t u a l l y  u s e d  i n  t h e  ma i n  i n t e g r a t i o n  o f  
t h e  p l a n e t  o r b i t s .
1 3 0
We a s s u m e  t h a t  t h e  f u n c t i o n  t o  be  i n t e g r a t e d  i s  o f  
t h e  f o r m :
y ^ ~ a 4 b x ^ 4 c x ^ ^  4 d x^  ^ 4 e x^^ 4 f x^ 4 y x /,
We w r i t e  t h e  " p r e d i c t o r "  f o r m u l a  a s :
Cy„+, -  y, ) / h  = A p y \  I-
+ » p y ’n-3 + E^y' n- 4  ^ F p / L , (1 )
Th e  L e f t - h a n d  s i d e  o f  t h i s  e q u a t i o n  c a n  be  e x p a n d e d  as  :
( a  4 b ( X ^  4 h ) 4 c ( x ^ 4 h )  4 e ( x „ 4 l i )  4 f ( x ^ 4 h )  4 g ( x  ^ 4 h )
-  a -  b % 1  ^-  c x^ -  d X^ e - f x /  -  9 x /
w h i c h  c a n be r e a r r a n g e d  a s  :
b 4 c ( 2 X  ^ 4 h) 4 d ( 3 x ^ ^  4 3 x  ^ h 4 h" )
4 e ( 4 x^^ 4 6 X  ^^  h 4 4 X  ^ h  ^ 4 h  ^ )
f ( 5 x / 4 l Ox^^ h 4 lOx^"" h'" 4 5x  ^ h  ^ 4 h P
f g ( 6 x / 4- 1 5x^4.  h 4 20x^^ h*- 4 1 Sx^' - h^ 4 6 X ^  h 4 h  ^ )
To e v a l u a t e  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  e q u a t i o n  ( 1 )  we  
n e e d  t h e  d e r i v a t i v e s  y * „  D i f f e r e n t i a t i n g  y  ^ g i v e s :
y ' = b 4 2 cx^ 4 3d 4 4e  x^  ^ 4 5 f  x^ ^ 4 6gx^ ^
■ y-ry4-' l/y y ,Vvf-'jy --  i - '  "'  - " ■- • - '* y; % (L' ü' /*r-', .-yr'^
a nd  c o n s e q u e n t l y  t h e  o t h e r  d e r i v a t i v e s  a r e :
1 3 1
h-'2
n -  4'
n - y
b 4 2 c ( Xy, -  h ) 4 3 d ( X  ^-  h ) * 4 4 e ( 
4  5 f ( x „ - h ) " ^  4  ô g C x . - h ) ^
b 4 2 c ( x „ - 2 h )  4 3 d ( x ^  -  2h) ^  4 4 e ( x  ^ -  2 h 
4 5 f  ( x  ^ - 2 h)^ 4 6 g ( x ^ " 2 h ) ^
b 4 2 c ( x ^ ~ 3 h )  4 3 d C x ^ ~ 3 h ) ^  4 4 e ( x ^ - 3 h )
4 5 f  ( x^- Sh) "^ 4 6 g ( x ^  - 3 h ) ' '
b 4 2 c ( x  ^ - 4  h ) 4 3 d ( x ^ - 4 h ) ^  4 4 e ( x  ^ - 4  h /
4 5 f C x ^ - 4 h / * '  4 ô g Cx ^ ~ 4 h ) ^
b 4 2 c ( x ^ - 5 h )  4 3 d ( x “ 5h)*" 4 4 e ( x -  5 h /
4 5 f ( x ^ - 5 h r  i ( x ^ - 5 h )
T h e s e  e x p r e s s i o n s  a r e  s u b s t i t u t e d  i n t o  t h e  
r i g h t - h a n d  s i d e  o f  e q u a t i o n  ( 1 ) ,  a n d  t h e  c o e f f i c i e n t s  
o f  e a c h  t e r m  on t h e  l e f t -  a nd  r i g h t - h a n d  s i d e s  a r e  
e q u a t e d  ( i . e .  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  b ,  c x ^ ,  c h ,  dx^*  
e t c . ) .  T h i s  g i v e s  a t o t a l  o f  21 e q u a t i o n s  i n
. . ,  F^ ,  H o w e v e r ,  o n l y  s i x  o f  t h e s e  a r e
i n d e p e n d e n t ,  t h e  r e m a i n d e r  b e i n g  m u l t i p l e s  o f  t h e m .  
The  s i x ,  i n  t h e i r  s i m p l e s t  f o r m s ,  a r e  o b t a i n e d  by  
e q u a t i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  b ,  c h ,  dh* ,  e h %  f  h  ^ a nd  
g h ^ ; t h e y  a r e  :
-  - 2  8^ -  4 6D, 8E 10F
3 Bp 4 12Cp 4 27D/ .  4 48E/ ,  4 75F^
4 8. 3 2 C 108D^ -  256E^ 5 0 0 F
5 8 / ,  4 80C/,  4 4 0 5 D / ,  4 1 2 8 0 E p  4 31  2 5  F^
-  6  B 1 9 2 C 1 4 5 8 D 6 1 4 4 E 1 8 7 5 0 F
g
g ...
The  s o l u t i o n  o f  t h e  s e  s i x  s i m u l t a n e o u s  l i n e a r  e q u a t i o n s  
may b e  e x p r e s s e d ,  f o r  c o n v e n i e n c e ,  w i t h  a common
- " f  ; i
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d e n o m i n a t o r ,  a s :
4 2 7 7
14 4 0 
7 2 9 8  
14 4 0
D, E
7 9 2 3  
1 4 40  
2 8 7 7  
1 4 4 0
9 9 8 2  
1 4 4 0  
475  
1 4 4 0
The  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  " c o r r e c t o r "  f o r m u l a  a r e  
e v a l u a t e d  i n  t h e  s a me  w a y .  W r i t i n g  t h e  f o r m u l a  a s :
( 2 )
we s e e  t h a t  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  i s  t h e  s a me  a s  i n  
e q u a t i o n  ( 1 ) .  To e x p a n d  t h e  r i g h t - h a nd  s i d e  we n e e d
o n e  e x t r a  d e r i v a t i v e s
* -  b 4 2 c ( x „ 4 h )  4 3 d ( X,. 4 h ) 4 4 e ( x _ 4 h )(1 -t-1  ^ "
4  5 f C x ^ 4 h ) ^  4  6 g ( x ^ 4 h ) ^
w h i c h  i s  a d d e d  t o  t h e  p r e v i o u s  t a b l e  o f  d e r i v a t i v e s .
E q u a t i n g  c o e f f i c i e n t s ,  a s  b e f o r e ,  on  e i t h e r  s i d e  
o f  e q u a t i o n  ( 2 )  g i v e s  a g a i n  21 e q u a t i o n s  i n
Ag ,  Bg , .  . . ,  Eg ,  o f  w h i c h  o n l y  s i x  a r e  i n d e p e n d e n t .
T h e s e  s i x ,  i n  t h e i r  s i m p l e s t  f o r m s ,  a r e :
1 3 3
1 = Ac 4  8 ^  4 4 4  Eg 4 F.
1 ~ 2 A .  -  2Cc - 4D,  - 6 Eg - 8F,
1 = 3 Ac ^ 4 1 2D^ 4 27Eg 4  4 8F^
1 =: 4 Ac - — 32Dg - 1 08Eg -  256F^
1 - 5A C + 5C^ .j. 80  4 4 0 5 E , 4  1 280F^
1 = 6 AC -  6C, 192Dg “ 1 4 5 8 E g -  6 1 4  4
The s o l u t i o n s 0  f t h e s e e q u a t  i o n s  may be e x p r e s s e d .
t h e s a me  c ommon d e n o m i n a t o r a s  b e f o r e . a s :
47 5 1 4 2 7 7 9 8
A, Bg = C(. = -14 4 0 1 4 4 0 1 4 4 0
4 8 2 1 73 27
D, E = - — — — — Fc = — — — —144 0 c 1 4 4 0 1 440
So t h e  t wo  f o r m u l a e  f o r  t h e  s i x - t e r m  v e r s i o n  o f  
t h e  Adams  m e t h o d  a r e :
p r e d i  c t o r ;
y ,  4 h ( 4 2 7 7 y \  -  7 9 2 3 y \ _ ,  4 9 9 8 2 y \ _
7 2 9 8 y ' >^ -3 4 2 8 7 7 y ' M -4' A 7 5 y ' „ _ y  ) / I  4 4 0
c o r r e c t o r :
Xn+I = 7h ( 4 7 5 y % _ ,  4 1 42 7 y \  -  7 9 8 y \ _ ,
4  4 8 2 y \ _ ^  -  1 7 3 y \ _ 3  4  2 7 y \ _ ^ )  / 1 4 4 0
The f o r e g o i n g  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  Adams me t h o d
r e f e r s  t o  a s i n g l e  f u n c t i o n  y ( x ) .  I n t h e  c a s e  o f  t h e
o r b i t  o f  a m i n o r  p l a n e t ,  we a r e  d e a l i n g  w i t h  s i x
v a r i a b l e s ,  t h e  s i x  e l e m e n t s  o f  t h e  o r b i t ,  and t h e
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d e r i v a t i v e  o f  e a c h  i s  a f u n c t i o n ,  n o t  o n l y  o f  t h e  t i r n e ,  
b u t  a l s o  o f  a l l  t h e  s i x  e l e m e n t s .  H o w e v e r ,  t h e  Adams  
m e t h o d  c a n  e a s i l y  b e  e x t e n d e d  t o  t h i s  s i t u a t i o n ,  by  
u s i n g  t h e  v a l u e s  o f  a l l  t h e  v a r i a b l e s  t o  c a l c u l a t e  e a c h  
o f  t h e  d e r i v a t i v e s ,  a t  e a c h  s t a g e .
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O b v i o u s l y ,  t h e  g r e a t  a d v a n t a g e  o f  t h e  Adams  m e t h o d  
i s  t h a t  e a c h  c a l c u l a t e d  d e r i v a t i v e  i s  u s e d  s e v e r a l  
t i m e s  o v e r ,  a n d  t h a t ,  a t  e a c h  s t e p ,  o n l y  t wo  e x t r a  
d e r i v a t i v e s  o f  e a c h  f u n c t i o n  n e e d  t o  b e  c a l c u l a t e d  ( t h e  
" p r e d i c t e d "  a n d  " c o r r e c t e d "  v a l u e s  o f  y \ ^ \  ) * I n 
p r a c t i c e ,  a 6 ^ 6 a r r a y  wa s  u s e d  i n  t h e  c o m p u t e r  t o  
s t o r e  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  s i x  v a r i a b l e s  a t  s i x  
c o n s e c u t i v e  p o i n t s .  T h e s e  w e r e  u s e d  i n  t h e  " p r e d i c t o r "  
f o r m u l a  t o  " p r e d i c t "  t h e  v a l u e s  o f  t h e  s i x  v a r i a b l e s  a t  
t h e  n e x t  p o i n t ,  a nd  f r o m  t h e s e  t h e  v a l u e s  o f  t h e  
d e r i v a t i v e s  a t  t h e  n e x t  p o i n t  w e r e  a l s o  " p r e d i c t e d " .  
The  e a r l i e s t  s e t  o f  d e r i v a t i v e s  was  t h e n  d r o p p e d  f r o m  
t h e  a r r a y ,  t h e  r e m a i n i n g  s e t s  mo v e d  a l o n g ,  a n d  t h e  new 
s e t  a d d e d .  Th i s  new a r r a y  was t h e n  u s e d  i n  t he  
" c o r r e c t o r "  f o r m u l a  t o  g i v e  c o r r e c t e d  v a l u e s  o f  t h e  s i x  
v a r i a b l e s  a t  t h e  n e x t  p o i n t ;  t h e s e  v a l u e s  w e r e  s t o r e d .  
The  " c o r r e c t e d "  v a l u e s  o f  t h e  d e r i v a t i v e s  a t  t h e  n e x t  
p o i n t  w e r e  t h e n  c a l c u l a t e d ,  a nd  p u t  i n t o  t h e  a r r a y  i n  
p l a c e  o f  t h e  " p r e d i c t e d "  o n e s .  The  a r r a y  wa s  now r e a d y  
f o r  t h e  n e x t  i n t e g r a t i o n  s t e p .
Ow i n g  t o  t h e  l e n g t h  o f  c o m p u t i n g - 1 i m e r e q u i r e d t o  
c a r r y  o u t  a l o n g  i n t e g r a t i o n ,  i t  wa s  n o t  g e n e r a l l y  
p o s s i b l e  t o  c o m p l e t e  i t  i n  o n e  u n i n t e r r u p t e d  p e r i o d .  
The  p r o g r a m  wa s  t h e r e f o r e  d e s i g n e d  t o  r un i n  s e v e r a l  
s t a g e s .  The  v a l u e s  o f  t h e  s i x  v a r i a b l e s  a t  e a c h  
i n t e g r a t i o n  s t e p  w e r e  s t o r e d  on m a g n e t i c  d i s c  a s  t h e y  
w e r e  c a l c u l a t e d ,  a nd  s o  c o u l d  be  r e t r i e v e d  by  t h e  
p r o g r a m wh e n  i t  r e - s t a r t e d  a f t e r  an  i n t e r r u p t i o n .  The
- j - '  - ' •’••' • r? ■'= - ., •-. . V; '  r .'.' ,- C' i  W j
1 3 6
v a l u e s  o f  t h e  d e r i v a t i v e s  i n  t h e  6 #  6 a r r a y  w e r e ,  
h o w e v e r ,  l o s t  whe n  t h e  p r o g r a m  wa s  i n t e r r u p t e d ,  . T h e s e  
w e r e  t h e r e f o r e  r e ~ c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  v a l u e s  o f  t h e  
v a r i a b l e s  a t  t h e  l a s t  s i x  p o i n t s ,  a nd  s o  t h e  a r r a y  was  
r e - f i l l e d  and t h e  i n t e g r a t i o n  r e - s t a r t e d .
O b v i o u s l y  t h i s  t e c h n i q u e  c o u l d  n o t  be u s e d  a t  t h e  
v e r y  b e g i n n i n g  o f  an i n t e g r a t i o n ,  wh e n  o n l y  t h e  
s t a  r t  i n g - v a l u e s  o f  t h e  s i x  v a r i a b l e s  w e r e  k n o w n ,  
w i t h o u t  a n y  v a l u e s  a t  p r e v i o u s  p o i n t s .  A d i f f e r e n t  
m e t h o d  wa s  t h e r e f o r e  u s e d  t o  s e t  up e a c h  i n t e g r a t i o n ,  
b a s e d  on t h e  R u n g e - K u t t a  m e t h o d  o f  n u m e r i c a l  
i n t e g r a t i o n .
I n i t s  s i m p l e s t  f o r m ,  t h e  R u n g e - K u t  t a m e t h o d
i n v e s t i g a t e s  a f u n c t i o n  x ( t ) ,  w i t h  known d e r i v a t i v e  
X® = f ( X, t ) ,  G i v e n  t h e  v a l u e  o f  x a t  a s t a r t i n g - p o i n t  
t ,  t h e  v a l u e  o f  x a t  t h e  n e x t  p o i n t  1 1 h  i s  c a l c u l a t e d  
by c o m p u t i n g  t h e  i n t e r m e d i a t e  q u a n t i t i e s
k j ,  ,  k_ a nd  .  T h e s e  a r e :
f  ( X ( t  ) ,  t ) * h
f ( x ( t ) + 0 . 5 k ,  ,  t  + 0 . 5  h ) * h
f ( x ( t ) + 0 . 5 k ^ ,  1 4 0 , 5 h ) * h
f ( x ( t ) + k g ,  1 4 h ) * h
The  v a l u e  o f  x ( 1 4 h ) i s  t h e n  c a l c u l a t e d  f r o m
X ( 1 4 h ) = x ( t )  4 Ck|  4 2 k  ^ 4 2 k  ^ 4 k ^ ) / 6
T h i s  s i m p l e  o n e - d i m e n s i o n . a  I  s i t u a t i o n  c a n  be  
e x t e n d e d .  t o  i n c l u d e  s e v e r a l  m u t u a l l y  d e p e n d e n t
I
I
1 3 7
f u n c t i o n s .  I n t h i s  i n v e s t i g a t i o n  we a r e  d e a l i n g ,  w i t h  
s i x ,  t h e  s i x  e l e m e n t s  o f  t h e  o r b i t  o f  a m i n o r  p l a n e t .  
For  s i m p l i c i t y ,  a t  t h i s  s t a g e  we w i l l  w r i t e  t h e m  a s  
XI , . . . , X ^ . Ea c h  f u n c t i o n  h a s  a known d e r i v a t i v e  
d e p e n d i n g  on t h e  v a l u e s  o f  a l l  s i x  e l e m e n t s  a nd  on  
t i m e .  We may w r i t e  t h i s  s c h e m a t i c a l l y  a s :
X( , '  = f  6 ( X, '  t  )
w h e r e  x  ^ i s  t a k e n  t o  me a n  x , ( t ) ,  e t c .  The  R u n g e - K u t t a  
m e t h o d ,  a p p  I e d  t o  t h e s e  e q u a t i o n s ,  g i v e s  s i x  e q u a t i o n s  
f o r  k , ,  s i x  f o r  k  ^ a n d  s o  o n .  W r i t i n g  o n l y  t h e  f i r s t  
a n d  l a s t  o f  e a c h  s e t ,  t h e y  a r e :
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, ,  -  f , ( X , ,  X _ ,  X , ,  x . ,  X X , ,  t )  * h* I * l f Z } 4^ T fe>
f , ( X , 4  k I j  ,  X  ^ 4 2  k 1 2 , ,  Xj 4 a! k , 3 ,
X4  t  k , ,4  ^ Xy 4  t  k , , f  ,  X(  4 t k  ,  t 4 t h )  * h
= f 6 ( x , 4 t k , ^ , ,  X ^ 4 t k , _ z ,  X ; 4 J ^ k , , ) ,
% k ,,y. f  4  t  k  ,  X ^ 4  t  k  ,  t  4 i  h ) *  h
-  f ,  ( X , 4 { k 2 , , ,  X ^ 4 ^  ,  X) 4 i  k^ ; ,
X4 + ^  k 1 , 0 . '  x ^  4  ^  k ^ ÿ  /  X (, 4 t  k  G ,  t  4 i h )  *  h
 ^3,6 ”'  ^6  ^  ^I ^  ^ z, ; '' Xj^4 %, k 2 z ,  X  ^4 2. k  ^ ^
X4 '*' z k^ ^^  ,  X ^4  ^ kz.,y ,  X ( 4 > k ),,y, t 4  i h )  * h
k 4. / ”“ 0  ( X , 4 k 3 y ,  X 2^ 4 k 3 ^  ,  X 3 "^ ' k 3 3 ,
X 4  4  k ,  x^,  4 k j  j - ,  x ^ 4 k j \ ,  t  4h  ) * h
k4,k = 4 k , ,  ,  X2 + k 3 , 2 '  X ) 4 k , ^ ,
x ^ 4 k , ^ ,  x ^ 4 k ^ ^ ,  t 4 h )  *  h
We c a n  t h e n  c a l c u l a t e  x , ( 1 4 h ) ,  x ^ ( t  4 h ) e t c .  by  :
X , ( t  4 h ) = X I c t  ) 4 ( k , , 4 2 k 2,, 4 2k  ^ , 4 k ^ , ) / 6
X ^ ( t 4 h )  =  x ^ ( t )  4  ( k , ^ ( ^  4  2 k ^ ^ ( ,  4  2 k ^ ^  4  k 4 ^ ) / 6
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A s e t t i n y - u p  p r o g r a m  was  t h e r e f o r e  w r i t t e n ,  b a s e d  
on  t h i s  m e t h o d ,  t o  be  u s e d  e a c h  t i i n e  t h e  o r b i t  o f  a 
m i n o r  p l a n e t  wa s  t o  be  i n t e g r a t e d .  The  c o n v e n t i o n a l  
e l e m e n t s  o f  t h e  o r b i t  w e r e  f e d  i n ,  e i t h e r  f r o m  a 
p u b l i s h e d  o r b i t ,  o r  f r o m  an o r b i t  d e r i v e d  d i r e c t l y  f r o m  
o b s e r v a t i o n s .  The  p r o g r a m  c o n v e r t e d  t h e s e  i n t o  t h e  
c o m p u t a t i o n a l  e l e m e n t s  G,  p ,  Ijl/,,  i|/ ^ ,  X  and and s e t
t h e  t i m e  as z e r o .  The  s t e p - l e n g t h  h was  t a k e n  a s  0 , 5  
t i m e - u n i t s ,  a s  i n  t h e  m a i n  i n t e g r a t i o n  p r o g r a m .  The  
s a me  e q u a t i o n s  f o r  t h e  d e r i v a t i v e s ,  a nd  t h e  s a me  
a v e r a g i n g  t e c h n i q u e ,  w e r e  u s e d .  The  p r o g r a m  u s e d  t h e  
R u n g e - K u t t a  t e c h n i q u e  t o  c a l c u l a t e  t h e  v a l u e s  o f  t h e  
s i x  e l e m e n t s  a t  t ~ 0 . 5 ,  w h i c h  i t  s t o r e d ?  i t  t h e n  u s e d  
t h e s e  v a l u e s  a s  s t a r t i n g - p o i n t s  t o  c a l c u l a t e  t h e  v a l u e s  
a t  t = 1 . 0 ,  and t h e  p r o c e s s  was  r e p e a t e d  u n t i l  
s u f f i c i e n t  s e t s  o f  v a l u e s  had b e e n  s t o r e d  t o  e n a b l e  t h e  
m a i n  i n t e g r a t i o n  p r o g r a m ,  u s i n g  t h e  Adams  m e t h o d ,  t o  o e  
r u n ,
On c e  a g a i n ,  p r e l i m i n a r y  c a l c u l a t i o n s  w e r e  c a r r i e d  
o u t  t o  i n v e s t i g a t e  , t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  R u n g e - K u t t a  
m e t h o d  o f  i n t e g r a t i o n ,  a nd  i t  wa s  f o u n d  t o  be  
c o m p a r a b l e  w i t h  t h e  Adams  m e t h o d  i n  t h e  m a i n  p r o g r a m ,  
f o r  t h e  s a me  s t e p - s i z e .  H o w e v e r ,  t h e  R u n g e - K u t t a  
m e t h o d  i s  f a r  mo r e  w a s t e f u l  o f  c o m p u t i n g - t i m e ,  s i n c e  
n o n e  o f  t h e  i n t e r m e d i a t e  v a l u e s  o f  t h e  d e r i v a t i v e s  u s e d  
t o  c a l c u l a t e  t h e  k * s  c a n  b e  r e - u s e d ,  a n d  t h e  k®s  
t h e m s e l v e s  h a v e  t o  be  c a l c u l a t e d  a f r e s h  a t  e v e r y  s t e p .  
F o r  t h i s  r e a s o n ,  t h e  R u n y e - K u t t a  m e t h o d  wa s  o n l y  u s e d
14 0
a t  t h e  v e r y  b e g i n n i n g  o f  t h e  i n t e g r a t i o n ,  w h e r e  t h e  
Adams  m e t h o d  c o u l d  n o t  be  a p p l i e d .
D e t a i l s  o f  t h e  Adams  a nd  R u n g e - K u t t a  m e t h o d s  o f
i n t e g r a t i o n  may be  f o u n d  i n  Ha mmi ng  ( 1 9 7 3 ) .
The  f i r s t  s t a g e  o f  c h e c k i n g  t h e  c o r r e c t n e s s  o f  t h e  
e q u a t i o n s  and t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  n u m e r i c a l  m e t h o d s  wa s  
t o  t r y  t o  r e p r o d u c e  t h e  r e s u l t s  o f  S c h u b a r t  ( 1 9 6 8 ) .
For  t h i s  p u r p o s e ,  an i n t e g r a t i o n  wa s  c a r r i e d  o u t  on
( 1 5 3 )  H i l d a ,  u s i n g  t h e  s a me  s t a r t i n g - v a l u e s  a s  g i v e n  i n  
h i s  p a p e r ,  a n d  s e t t i n g  t h e  i n c l i n a t i o n  b o t h  o f  
( 1 5  3)  H i l d a  a n d  o f  J u p i t e r  t o  z e r o .
Th e  r e s u l t a n t  c h a n g e s  i n  t h e . o r b i t  w e r e  p l o t t e d
o u t  i n  t h r e e  g r a p h s .  The  f i r s t  s i m p l y  s h o w e d  t h e  
b e h a v i o u r  o f  t h e  e c c e n t r i c i t y  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  
t i m e ?  t h e  s e c o n d  p l o t t e d  t h e  v a r i a b l e  a g a i n s t  l(/, ,
g i v i n g  a p o l a r  d i a g r a m  w i t h  r a d i u s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  
e c c e n t r i c i t y  a n d  a n g l e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  l o n g i t u d e  
o f  p e r i h e l i o n .  The  t h i r d  g r a p h  p l o t t e d  t h e  c r i t i c a l
a n g l e  u  a g a i n s t  t i m e ,  w h e r e
Pcr = -  ( cD + p -  )
q
T h i s  a n g l e  i s  d e f i n e d  by  S c h u b a r t  a s  a q u a n t i t y  
a n a l o g o u s  t o  p .
The  r e s u l t a n t  g r a p h s  w e r e  s c a l e d  down t o  t h e  s a me  
s i z e  a nd  p r o p o r t i o n s  a s  p u b l i s h e d  i n  S c h u b a r t ' s  p a p e r ,
a n d  w e r e  f o u n d  t o  a g r e e  c l o s e l y .  T h e s e  r e d u c e d  g r a p h s
a r e  g i v e n  h e r e  a s  d i a g r a m  8 .
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A s e c o n d  c h e c k  wa s  made  on t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  
n u m e r i c a l  m e t h o d s  u s e d ,  o v e r  l o n g - p e r i o d  i n t e g r a t i o n s »  
Fo r  t h i s ,  an  i n t e g r a t i o n  wa s  c a r r i e d  o u t  on  t h e  o r b i t
o f  ( 9 0 9 )  U l l a ,  t a k i n g  t h e  r a t i o  o f  me an m o t i o n  t o  t h a t
o f  J u p i t e r  a s  9 / 5 ,  b u t  s e t t i n g  t h e .  m a s s  o f  J u p i t e r  t o  
z e r o .  T h i s  m e a n t  t h a t  a l l  p e r t u r b i n g  f o r c e s  w e r e  z e r o ,  
a nd  c o n s e q u e n t l y  t h a t  t h e  o r b i t  s h o u l d  r e m a i n  u n c h a n g e d  
i n d e f i n i t e l y .  Any c h a n g e s  i n  t h e  o r b i t  c o u l d  t h e r e f o r e  
be  a t t r i b u t e d  t o  n u m e r i c a l  i n s t a b i l i t y ,  s u c h  a s  i s  
i n e v i t a b l y  c a u s e d  by  an a c c u m u l a t i o n  o f  r o u n d i n g - e r r o r s  
wh e n  an i n t e g r a t i o n  s t e p  i s  r e p e a t e d  ma ny  t i m e s .
Th e  i n t e g r a t i o n  was  c a r r i e d  o u t  o v e r  1 5 0 7
t i m e - u n i t s ,  o r  o v e r  3 0 0 0  s t e p s .  At  t h e  e n d  o f  t h i s
p e r i o d ,  t h e  l a r g e s t  c h a n g e  i n  an o r b i t a l  p a r a m e t e r  wa s  
i n  t h e  l o n g i t u d e  o f  p e r i h e l i o n ,  w h i c h  had d r i f t e d  by  
0 . 0  00 7. d e g r e e s .  The  l o n g i t u d e  o f  t h e  a s c e n d i n g  n o d e  
h a d  c h a n g e d  by  o n l y  o n e - t e n t h  a s  mu c h .  T h e  
e c c e n t r i c i t y  c h a n g e d  by l e s s  t h a n  0 . 0 0 0 0 0 1 ,  t h e  
i n c l i n a t i o n  by  0 , 0 0 0 0 5  d e g r e e s ,  a n d  t h e  s e m i - m a j o r  a x i s  
b y  0 . 0 0 0 0 0 4  A . U .
T h e s e  c h a n g e s  a r e  a l l  much l e s s  t h a n  t h e  e f f e c t s  
o b s e r v e d  i n  t h e  o r b i t a l  p a r a m e t e r s  whe n t h e  mass o f  
J u p i t e r  wa s  g i v e n  i t s  t r u e  v a l u e .  C o n s e q u e n t l y  i t  was  
a s s u m e d  t h a t  t h e  n u m e r i c a l  m e t h o d s  u s e d  w e r e  
a c c e p t a b l e .
...,n
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The  m e t h o d s  d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e c e d i n g  p a g e s  w e r e  
u s e d  t o  i n t e g r a t e  t h e  o r b i t s  o f  t h e  p l a n e t s  w h i c h  ha d  
a l r e a d y  b e e n  s e l e c t e d  f o r  o b s e r v a t i o n *  T h e s e  w e r e :  
( 8 7 )  S y l v i a ;  ( 1 0 7 )  C a m i l l a ;  ( 3 3 4 )  C h i c a g o ;
( 4 1 4 )  L i r i o p e ;  ( 9 0 9 )  U l l a ;  and ( 1 5 7 4 )  M e y e r .  I n
a d d i t i o n ,  an i n t e g r a t i o n  was  c a r r i e d  o u t  o n  t h e  o r b i t  
o f  ( 1 5  3 )  H i l d a ,  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  i n c l i n a t i o n s  o f
b o t h  t l i e  m i n o r  p l a n e t  a n d  J u p i t e r ,  f o r  c o m p a r i s o n  w i t h
t h e  e a r l i e r  " t w o - d i m e n s i o n a l "  i n t e g r a t i o n *
I n  t h e  c a s e s  o f  ( 1 5 3 )  H i l d a  a nd  ( 3 3 4 )  C h i c a g o ,  t h e  
r a t i o  o f  mean m o t i o n s  wa s  a s s u m e d  t o  be  3 / 2 ;  t h a t  i s ,  p 
a n d  q w e r e  t a k e n  a s  2 a nd  1,. Fo r  a l l  t h e  o t h e r
p l a n e t s ,  t h e  r a t i o  was  t a k e n  a s  9 / 5 ,  g i v i n g  p a nd  q a s  
5 and 4 .  In a d d i t i o n ,  an e x t r a  i n t e g r a t i o n  wa s  c a r r i e d  
o u t  o n  ( 9 0 9 )  U l l a ,  t a k i n g  t h e  r a t i o  a s  7 / 4  ( p = 4 ,  
q = 3 ) ;  t h e  t r u e  r a t i o  i s  a c t u a l l y  n e a r e r  t h i s  v a l u e ,  
a n d  i t  wa s  p o s s i b l e  t o  c o m p a r e  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  t wo  
i n t e g r a t i o n s  on t h e  s a me  d a t a .
I n  a l l  t h e  i n t e g r a t i o n s  c a r r i e d  o u t ,  t h e  s t a r t i n g  
d a t a  w e r e  t h e  o r b i t s  g i v e n  i n  t h e  " E p h e m e r i d e s  o f  Mi n o r  
P l a n e t s " ,  t o g e t h e r  w i t h  s u c h  i n f o r m a t i o n  f r o m t h e  
" A s t r o n o m i c a l  E p h e m e r i s "  a s  was  r e q u i r e d  f o r  t h e  o r b i t  
o f  J u p i t e r .  The  o r b i t  u s e d  f o r  ( 9 0 9 )  U l l a  wa s  t h a t  
g i v e n  f o r  1 9 6 2 ,  a s  t h e  o r b i t  f o r  1 9 6 8  wa s  n o t  a v a i l a b l e  
wh e n  t h e  i n v e s t i g a t i o n  b e g a n *
The  o u t p u t  f r o m t h e  i n t e g r a t i o n  p r o g r a m ,  d e s c r i b e d  
i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  was s t o r e d  on m a g n e t i c  d i s c ,  
a n d  a l s o  p r i n t e d  o u t .  E a c h  e n t r y  c o n s i s t e d  o f  t h e  t i m e
a p p r o a c h e s  b e t w e e n  t h e  m i n o r  p l a n e t  a n d  J u p i t e r  
a c t ua I'l y o c c u r .
S c h u b a r t  ( 1 9 6  8 )  d e f i n e s  a q u a n t i t y  
CT s  ~ ( CO t  ( p / q ) j J )
i n  o r d e r  t o  i n v e s t i g a t e  t h i s  p o s s i b i l i t y .  A c l o s e  
a p p r o a c h  i s  l i k e l y  i f  c o n j u n c t i o n  b e t w e e n  t h e  m i n o r  
p l a n e t  a nd  J u p i t e r  o c c u r s  wh e n  t h e  m i n o r  p l a n e t  i s  a t  
a p h e l i o n .  ( T h e  e c c e n t r i c i t y  o f  J u p i t e r  i s  s o  s m a l l
a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  an i n t e g r a t i o n  s t e p ,  f o l l o w e d  by
t h e  v a l u e s  o f  t h e  s i x  o r b i t a l  p a r a m e t e r s  a t  t h a t  s t e p .
( T h e s e  w e r e ,  o f  c o u r s e ,  t h o s e  o r b i t a l  p a r a m e t e r s  u s e d  
i n  t h e  i n t e g r a t i o n  -  G,  ju,  vj/,,  i|/ ,^ y ,  a n d  ) One w;
f u r t h e r  p i e c e  o f  i n f o r m a t i o n  was  p r i n t e d  a t  t h i s  s t a g e :  
a w a r n i n g  m e s s a g e  i n  t h e  e v e n t  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t  
s u f f e r i n g  a c l o s e  a p p r o a c h  t o  J u p i t e r .  ' .J.
The  n e c e s s i t y  o f  a s c e r t a i n i n g  w h e t h e r  a c l o s e  ,'tj
a p p r o a c h  h a s  o c c u r r e d  a r i s e s  f r o m  t h e  u s e  o f  an  
a v e r a g i n g  p r o c e s s .  Th e  a v e r a g i n g  o f  t h e  sh o r t - p e  r  i od  
t e r m s  i s  c a r r i e d  o u t  a t  a f i x e d  n u mb e r  o f  e q u i d i s t a n t  
p o i n t s  a r o u n d  a c i r c u i t  o f  p + q  o r b i t s  o f  t h e  m i n o r  
p l a n e t ,  o r  p o r b i t s  o f  J u p i t e r .  I f  a t  a n y  p o i n t  i n
t h i s  c i r c u i t  t h e  m i n o r  p l a n e t  s h o u l d  a p p r o a c h  v e r y  
c l o s e  t o  J u p i t e r ,  t h e  g r a v i t a t i o n a l  f o r c e  w i l l  be, much  
g r e a t e r  a t  t h a t  p o i n t ,  a n d  w i l l  c h a n g e  r a p i  d l y on  
e i t h e r  s i d e  o f  i t .  The a v e r a g i n g  p r o c e s s ,  w h i c h  m e r e l y  
s a m p l e s  t h e  f o r c e  a t  i n t e r v a l s ,  may m i s s  t h e s e  l a r g e
v a l u e s  a n d  c o n s e q u e n t l y  g i v e  an i n a c c u r a t e  r e s u l t .  For
■Hi
t h i s  r e a s o n  i t  i s  i m o o r  t a n t  t o  a s c e r t a i n  i f  c l o s e  d
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t h a t  t h e  p o s i t i o n  o f  J u p i t e r  i n  i t s  o r b i t  h a s  l i t t l e  
e f f e c t . )  S i n c e
(j ~ M -  ( I -  I ^ ) ( p -!• q ) /  q 
t h e  c o n d i t i o n s  d e f i n e d  a b o v e ,  I -  I ^  a n d  M = 1 8 0  
d e g r e e s ,  me an t h a t  ( J ~  1 8 0  d e g r e e s .  S c h u b a r t  t h e r e f o r e  
s e e k s  t o  e n s u r e  t h a t  (T n e v e r  c o me s  n e a r  t o  1 8 0  d e g r e e s ,  
t o  s ho w t h a t  no  c l o s e  a p p r o a c h e s  o c c u r .
H o w e v e r ,  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h e r e  a r e  o t h e r  v a l u e s  
o f  M a nd  I - 1 ^ w h i c h  may a l s o  make  cr = 1 8 0  d e g r e e s ,  
w i t h o u t  n e c e s s a r i l y  m e a n i n g  t h a t  a c l o s e  a p p r o a c h  h a s  
o c c u r r e d .  ( F o r  e x a m p l e ,  i n  t h e  c a s e  w h e r e
( p t q ) / p  -  9 / 5 ,  t h e  mi rror p l a n e t  c o u l d  be  a t  p e r i h e l i o n ,  
w i t h  a d i f f e r e n c e  i n  l o n g i t u d e  o f  80 d e g r e e s  b e t w e e n  i t  
a n d  J u p i t e r . )  I n f a c t ,  i t  i s  t o  be  e x p e c t e d  ( S c h w e i z e r ,  
1 9 7  4)  t h a t  cr w i l l  o n l y  l i b r a t e  b e t w e e n  f i x e d  v a l u e s  i f  
t h e  m i n o r  p l a n e t  i s  e x a c t l y  a t  a c o i u m e n s u r a b i l i t y .  
T h e r e f o r e ,  i f  i t  i s  f o u n d , a s  i t  wa s  f o r  ( 9 0 9 )  U l l a  a t  
an e a r l y  s t a g e  o f  t h i s  i n v e s t i g a t i o n ,  t h a t  cr c h a n g e s  
m o n o t o n i c a l l y  w i t h  t i m e ,  t h i s  d o e s  n o t  me a n  t h a t  a 
c l o s e  a p p r o a c h  mu s t  o c c u r  e v e r y  t i m e  i t  p a s s e s  t h r o u g h  
1 8 0  d e g r e e s .
I n v e s t i g a t i o n  o f  cr wa s  t h e r e f o r e  r e j e c t e d  i n  
f a v o u r  o f  a mo r e  d i r e c t  a p p r o a c h .  The  d i s t a n c e  A 
b e t w e e n  t h e  m i n o r  p l a n e t  a nd  J u p i t e r  i s  c a l c u l a t e d  
e x p l i c i t l y  a t  e a c h  s t e p  o f  t h e  a v e r a g i n g  p r o c e s s ,  i n  
o r d e r  t o  c a l c u l a t e  t h e  d i s t u r b i n g  f o r c e s . Th e  p r o g r a m  
wa s  t h e r e f o r e  d e s i g n e d  t o  t a k e  n o t e  o f  t h e  m i n i m u 
v a l u e  o f  A o c c u r r i n g  d u r i n g  t h e  e n t i r e  a v e r a g i n g
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c i r c u i t .  I f  t h i s  was  l e s s  t h a n  a p r e d e t e r n i i  n e d  v a l u e ,  
a w a r n i n g  m e s s a g e  wa s  p r i n t e d  o u t .
Fo r  m i n o r  p l a n e t s  w i t h  me a n  m o t i o n s  i n  a r a t i o  o f  
9 / 5  w i t h  t h a t  o f  J u p i t e r ,  t h e  t h r e s h o l d  v a l u e  was  s e t  
a t  0 . 2 5  i n  t h e  u n i t s  u s e d ,  w li i c h i s  a p p r o x i m a t e l y  1 . 3  
A . U ,  In t h e  c a s e  o f  ( 9 0 9 )  U l l a ,  i t  wa s  f o u n d  t l i a t  
a p p r o a c h e s  c l o s e r  t h a n  t h i s  o c c u r r e d  f o r  a b o u t  9 
t i m e - u n i t s  a t  i n t e r v a l s  o f  a b o u t  4 4 t i m e - u n i t s .  
H o w e v e r ,  o v e r  a p r o l o n g e d  p e r i o d ,  t h e  o c c u r r e n c e s  g r e w  
s h o r t e r  a nd  f i n a l l y  d i s a p p e a r e d  a l t o g e t h e r ,  a s  t h e  
s l o w l y - c h a n g i n g  p a r a m e t e r s  o f  t h e  o r b i t  g r a d u a l l y  made  
c l o s e  a p p r o a c h e s  i m p o s s i b l e .  The  s m a l l e s t  v a l u e  o f  A 
d e t e c t e d  was  0 . 2 4  4 5 ,  o r  a b o u t  1 , 2 7  A . U .  When t h e  o r b i t  
wa s  r e - i n t e g r a t e d  w i t h  v a l u e s  o f  p a nd  q c o r r e s p o n d i n g  
t o  a r a t i o  o f  me a n  m o t i o n s  of 7 / 4 ,  t h e  t h r e s h o l d  o f  
0 . 2 5  u n i t s  was  n e v e r  c r o s s e d .  Th us  t h e  d a n g e r  o f  c l o s e
a p p r o a c h e s  c a n  be  d i s c o u n t e d  i n  t h e  c a s e  o f  ( 9 0 9 )
U l l a .  I n t h e  i n t e g r a t i o n s  o f  t h e  o r b i t s  o f  
( 8 7 )  S y l v i a ,  ( 1 0 7 )  C a m i l l a ,  ( 4 1 4 )  L i r i o p e  a nd
( 1 5 7 4 )  M e y e r ,  t h e  t h r e s h o l d  o f  0 . 2 5  u n i t s  was  a g a i n
n e v e r  c r o s s e d ,  a nd  s o  h e r e  t o o  no  c l o s e  a p p r o a c h e s  n e e d
t o  be  c o n s i d e r e d .
For  ( 3 3 4 )  C h i c a g o ,  t h e  t h r e s h o l d  h a d  t o  o e  
c h a n g e d ,  b e c a u s e  t h i s  p l a n e t  i s  s u f f i c i e n t l y  c l o s e  t o  
J u p i t e r  a s  t o  g i v e  a " c l o s e  a p p r o a c h " ,  by t h i s  
d e f i n i t i o n ,  i n  e v e r y  c y c l e .  I t  wa s  t h e r e f o r e  r e - s e t  t o  
0 . 2 1  u n i t s  ( a b o u t  1 , 1  A . U . ) ,  and i t  was  f o u n d  t h a t  no  
a p p r o a c h e s  c l o s e r  t h a n  t h i s  o c c u r r e d  t h r o u g h o u t  t h e
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i n t e g r a t i o n .  I n  t h e  c a s e  o f  ( 1 5 3 )  H i l d a ,  t h e  t h r e s h o l d  
wa s  l o w e r e d  s t i l l  f u r t h e r ,  t o  0 , 1 2  u n i t s  ( a b o u t  
0 , 6  A . U . ) ,  a nd  t h i s  p r o v e d  t o  be  l e s s  t h a n  a n y  d i s t a n c e  
o c c u r r i n g  d u r i n g  t h e  i n t e g r a t i o n .  I n t h e s e  l a t t e r  t wo  
c a s e s ,  t h i s  d e f i n i t i o n  o f  " c l o s e "  a p p r o a c h  may be  o p e n  
t o  q u e s t i o n ,  b u t  i t  c a n  b e  d e f i n i t e l y  s t a t e d  t h a t  t h e s e  
t w o  p l a n e t s  r e m a i n  f u r t h e r  f r o m  J u p i t e r  t h a n  t h e  
d i s t a n c e s  s t a t e d ,  t h r o u g h o u t  t h e  c h a n g e s  i n  t h e i r  
o r b i t s  d e s c r i b e d  by  t h e  i n t e g r a t i o n  p r o c e s s .
Th u s  t h e  i m m e d i a t e  o u t p u t  f r o m an i n t e g r a t i o n  wa s  
a c o m p u t e r  l i s t i n g  o f  t h e  s i x  c o m p u t a t i o n a l  o r b i t a l  
p a r a m e t e r s ,  t o g e t h e r  w i t h  w a r n i n g  m e s s a g e s  o f  a n y  c l o s e  
a p p r o a c h e s .  The  n e x t  s t e p  wa s  t o  c o n v e r t  t h e s e  i n t o
t h e  c o n v e n t i o n a l  o r b i t a l  p a r a m e t e r s ;  f o r  t h i s ,  a 
s e p a r a t e  p r o g r a m  wa s  u s e d .
T h i s  p r o g r a m  r e t u r n e d  t o  t h e  o r i g i n a l  r e s u l t s  o f
t h e  i n t e g r a t i o n ,  s t o r e d  on m a g n e t i c  d i s c .  I t  c o m p u t e d
t h e  c o n v e n t i o n a l  p a r a m e t e r s  a ,  e , c 5 ,  i ,  and i l  f o r  e a c h
s t e p .  ( T h e  me an a n o m a l y  o f  t h e  p l a n e t  wa s  n o t
c o m p u t e d ,  b e i n g  s o  r a p i d l y - c h a n g i n g  a s  t o  be  
m e a n i n g l e s s  i n  t h i s  c o n t e x t ;  i t  c o u l d  be  d e r i v e d  f r o m  
i f  p a r t i c u l a r l y  r e q u i r e d  a t  a n y  p o i n t . )  Th e  f o r m u l a e  
u s e d  w e r e ;
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The  r e s u l t s  w e r e  t h e n  l i s t e d ,  g i v i n g  a t  e v e r y  s t e p  b o t h  
t h e  c o m p u t a t i o n a l  a n d  t h e  c o n v e n t i o n a l  o r b i t a l  
p a r a m e t e r s .  ( Th e  c r i t i c a l  a n g l e  cj wa s  a l s o  c a l c u l a t e d  
a n d  l i s t e d ,  f o r  c o m p l e t e n e s s . )
In o r d e r  t o  s e e  a n d  u n d e r s t a n d  t h e  b e h a v i o u r  o f  
t h e  o r b i t a l  p a r a m e t e r s ,  i t  was  much mo r e  d e s i r a b l e  t o  
i l l u s t r a t e  t h e m g r a p h i c a l l y .  For  t h i s  p u r p o s e  a n o t l i e r  
p r o g r a m  wa s  w r i t t e n ,  a g a i n  w o r k i n g  f r o m t h e  o r i g i n a l  
r e s u l t s  s t o r e d  on  m a g n e t i c  d i s c .
T h i s  p r o g r a m  f i r s t  w e n t  tti  r o u g h  t h e  r e s u l t s ,  
c a l c u l a t i n g  t h e  p a r a m e t e r  a a t  e a c h  s t e p ,  a n d  p l o t t e d  
t h i s  a g a i n s t  t h e  t i m e  t  ( i n  c o m p u t a t i o n a l  t i m e - u n i t s ) ,
A s e c o n d  g r a p h  was  o b t a i n e d  i n  t h e  s a me  w a y ,  o f  e 
a g a i n s t  t .  No a t t e m p t  was  made  t o  p l o t  CD a g a i n s t  t ;  
i n s t e a d ,  a g r a p h  wa s  o b t a i n e d  o f  a g a i n s t  T h i s
i s  e f f e c t i v e l y  a p o l a r  c u r v e ,  w i t h  r a d i u s  e c | u a l  t o  e 
a n d  w i t h  a n g l e  e q u a l  t o  DD, T h e  l o s s  o f  i n f o r m a t i o n  on  
t h e  r a t e  o f  c h a n g e  o f  CD w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e  i s  o f f s e t  
by t h e  g r e a t e r  u n d e r s t a n d i n g  o b t a i n e d  f r o m t h e  p o l a r  
c u r v e ;  i t  i s  b a s i c a l l y  c i r c u l a r ,  b u t  i n  m o s t  c a s e s  
c a r r i e s  p e r i o d i c a l  f l u c t u a t i o n s  w h i c h  may e x t e n d  t o
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d e f i n i t e  " e p i c y c l e s " ,  d u r i n g  w h i c h  t h e  m o v e me n t  o f  t h e  
p e r i h e l i o n  a c t u a l l y  c h a n g e s  d i r e c t i o n  ( s e e ,  f o r  
e x a m p l e ,  p a g e  1 7 5 ) .  The  I o n g -  t e r b e h a v i o u r  o f  e ,  
w h i c h  i s  n o t  a l w a y s  i m m e d i a t e l y  o b v i o u s  f r o m t h e  g r a p h  
o f  e a g a i n s t  t ,  c a n  be  d e d u c e d  f r o m t h e  p o l a r  d i a g r a m  
o f  a g a i n s t  ,  a nd  t h e  c l o s e  r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  
t h e  c h a n g e s  i n  e a nd  i n  tG a r e c l e a r l y  s e e n .
The  p r o g r a m  was  o r i g i n a l l y  d e s i g n e d  a l s o  t o  
c a l c u l a t e  and p l o t  cT, S c h u b a r t " s  v a r i a b l e  w h i c h  he u s e s  
t o  wa r n  o f  c l o s e  a p p r o a c h e s .  H o w e v e r ,  i t  was  f o u n d  
t h a t  cr c h a n g e d  m o n o t o n i c a l l y  i n  a l l  t h e  c a s e s  
i n v e s t i g a t e d  ( e x c e p t  f o r  ( 1 5  3 )  H i l d a ) ,  and s o  c o u l d  n o t  
u s e f u l l y  be  p l o t t e d  a g a i n s t  t i m e .
The  p r o g r a m  c o n t i n u e d  by c a l c u l a t i n g  i a t  e a c h  
s t e p ,  a n d  p l o t t i n g  i t  a g a i n s t  t i m e ,  a n d  f i n a l l y  by  
p l o t t i n g  Y% a g a i n s t  X , i n  t h e  s a me  s o r t  o f  p o I a r c u r v e  
a s  f o r  a g a i n s t  ( I n  b o t h  c a s e s ,  c a r e  was  t a k e n
t o  mark whi c h  end o f  t h e  c u r v e  c o r r e s p o n d e d  t o  t h e  
b e g i n n i n g  o f  t h e  i n t e g r a t i o n . )  T h i s  t i m e  t h e  r a d i u s  o f  
t h e  c u r v e  i s  t l i e  s i n e  o f  t h e  i n c l i n a t i o n  ( w h i c h ,  f o r  
t h e  f a i r l y  s m a l l  a n g l e s  i n  q u e s t i o n ,  r e f l e c t s  
q u a l i t a t i v e l y  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  i n c l i n a t i o n  i t s e l f ) ;  
a n d  t h e  a n g l e  i s H . On c e  a g a i n ,  t h e  r e l a t e d  c h a n g e s  i n  
t h e  i n c l i n a t i o n  a n d  i n  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  n o d e  c a n  be  
s e e n  v e r y  e a s i l y .
The  r e s u l t s  o f  t h e  i n t e g r a t i o n s  a r e  p r e s e n t e d ,  i n 
t h i s  t h e s i s ,  i n  t h e  f o r m  o f  g r a p h s  o b t a i n e d  f r o m t h i s  
p r o g r a m .  ( T h e  c o m p u t e r  l i s t i n g s  o f  t h e  o r b i t a l
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p a r a m e t e r s  a r e  n o t  r e p r o d u c e d . )  The  s e r n i - m a j o r  a x e s  
a r e  s h o w n  i n  t h e  u n i t s  u s e d  i n  t l i e  i n t e g r a t i o n ,  t h a t  
i s ,  a s  f r a c t i o n s  o f  t h e  s e m i - m a j o r  a x i s  o f  J u p i t e r ;  t h e  
t i m e - s c a l e s  a r e  a l s o  i n  t h e  u n i t s  u s e d  i n  t h e  
i n t e g r a t i o n ,  w i t h  o n e  u n i t  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  t o
1 . 9  y e a r s ;  t h e  i n c l i n a t i o n s  a r e  g i v e n  i n  d e g r e e s .
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T h i s  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  o r b i t  o f  ( 8 7 )  S y l v i a
c o v e r s  a p e r i o d  o f  1 5 0 7  t i m e - u n i t  s f o r  j u s t  o v e r
2 8 0 0  y e a r s .  Ov e r  t h i s  t i m e r  t h e  s e m i - m a j o r  a x i s  
r e m a i n s  v i r t u a l l y  c o n s t a n t  a t  0 . 6 6  91 u n i t s  ( t h e  u n i t  i s  
t h e  s e m i - m a j o r  a x i s  o f  J u p i t e r ' s  o r b i t )  -  a b o u t  
3 . 4 8  A . U .  The  l i s t i n g  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  r e s u l t s  
i n d i c a t e s  v e r y  s m a l l  o s c i l l a t i o n s  i n  t h i s  v a l u e  -  t o o
s m a l l  t o  a p p e a r  on  t h e  g r a p h  a t  t h e  s c a l e  u s e d  h e r e .
T h e y  h a v e  an a m p l i t u d e  o f  a b o u t  0 , 0 0 0 0 2  u n i t s  ( a b o u t  
0 . 0  03% o f  t h e  a v e r a g e  v a l u e )  and a p e r i o d  o f  a b o u t  
50  t i m e - u n i t s r  o r  a l m o s t  a c e n t u r y .
The  e c c e n t r i c i t y  a l s o  h a s  a s m a l l - s c a l e  
o s c i l l a t i o n ,  w i t h  t h e  s a me  p e r i o d  a s  t h a t  o f  t h e
s e m i - m a j o r  a x i s ,  b u t  o p p o s i t e  i n  p h a s e .  I t  h a s  an
a m p l i t u d e  o f  a b o u t  0 . 0 0 0 2 ,  o r  a r o u n d  0 , 2 % o f  t h e
a v e r a g e  v a l u e  o f  t h e  e c c e n t r i c i t y .  T h i s  s m a l l - s c a l e  
o s c i l l a t i o n  i s  s u p e r i m p o s e d  o n  a s l o w e r ,  
I a r g e r - a m p I i t u d e  v a r i a t i o n  o f  b e t w e e n  0 . 0 9  8 a n d  0 . 1 0 3 ,  
o v e r  a p e r i o d  w h i c h  w o u l d  a p p e a r  t o  be  a r o u n d  
1 5 0 0  t i m e - u n i t s ,  o r  n e a r l y  3 0 0 0  y e a r s .
Th e  c u r v e  o f  a g a i n s t  c a n  be  r e g a r d e d  a s  an
a p p r o x i m a t i o n  t o  a c i r c l e ,  w i t h  a s l o w  v a r i a t i o n  i n  
r a d i u s  ( t h a t  i s ,  i n  e c c e n t r i c i t y ) ,  a s  w e l l  a s  t h e  s m a l l  
r a p i d  o s c i l l a t i o n  d e s c r i b e d  a b o v e .  The  l o n g i t u d e  o f  
p e r i h e l i o n  i n c r e a s e s  s t e a d i l y  f r o m 3 2 6  d e g r e e s  t h r o u g h  
z e r o  t o  1 8  d e g r e e s  o v e r  t h e  p e r i o d  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  
( a  r a t e  o f  a b o u t  0..018 d e g r e e s / y e a r ) ;  i t  p a s s e s  t h r o u g h  
z e r o  a t  t = 1 0 2 2  u n i t s .  One c u s p  c a n  be  s e e n  o n  t h i s
1 5 6
c u r v e ,  c o r f ' e s p o n d i n g  t o  a max i mum i n  t h e  e c c e n t r i c i t y ^  
t h e r e  i s  s o me  i n d i c a t i o n  o f  a n o t  l i e r ,  f u r t h e r  r o u n d  by  
a b o u t  5 0 d e g r e e s  i n  l o n g i t u d e  o f  p e r i h e l i o n .  T h e r e  i s  
n o t  r e a l l y  e n o u g h  o f  t h i s  c u r v e  f o r  a c i r c l e  t o  b e  
f i t t e d  t o  i t  w i t h  a n y  a c c u r a c y ,  b u t  a c i r c l e  o f  r a d i u s
0 . 0 9 ,  c e n t r e d  a t  ( 0 . 0 1 ,  0 ) ,  f i t s  t o l e r a b l y  w e l l .
The  g r' a p h o f  t h e  i n c l i n a t i o n  s h o w s  on  I y t h a t  i t  
d e c r e a s e s  f r o m  1 0 , 8  d e g r e e s  t o  9 . 4  d e g r e e s  o v e r  t h e  
p e r i o d  o f  t h e  i n t e g r a t i o n .  The  n a t u r e  o f  t h i s  b e c o m e s
c l e a r e r  f r o m e x a m i n a t i o n  o f  t h e  c u r v e  a g a i n s t  X , .  
T h i s  i s  a v e r y  g o o d  a p p r o x i m a t i o n  t o  a c i r c l e  o f  r a d i u s  
a b o u t  0 . 1 8 ,  c o r r e s p o n d i n y  t o  an i n c l i n a t i o n  o f
10  d e g r e e s ,  c e n t r e d  a t  ( 0 ,  0 . 0 2 ) ,  g i v i n g  an o f f s e t  o f  
1 . 4  d e g r e e s  i n c l i n a t i o n .  T h i s  s u g g e s t s  t h a t  t h e  g r a p h  
o f  t h e  i n c l i n a t i o n ,  i f  c o n t i n u e d ,  w o u l d  s h o w a mi n i mu m  
o f  8 . 6  d e g r e e s  a t  a b o u t  2 5 0 0  t i m e - u n i t s ,  a nd  t h e n  
c o m p l e t e  wh a t  w o u l d  b e  a p p r o x i m a t e l y  a s i n e ~ c u r v e  i n  a 
p e r i o d  o f  a r o u n d  6 0 0 0  t i m e - u n i t s .
Th e  a s c e n d i n g  n o d e  r e t r o g r e s s e s  s t e a d i l y  f r o m  
61 d e g r e e s  t o  3 3 0  d e g r e e s ,  p a s s i n g  t h r o u g h  z e r o  a t  
t ~ 1 0 3 0  u n i t s  ( a  r a t e  o f  0 . 0 3 2  d e g r e e s / y e a r ) .  T h i s  
me a n s  t h a t  t h e  a s c e n d i n g  n o d e  i s  m o v i n g  a l m o s t  t w i c e  a s  
f a s t  a s  ' t h e  p e r i h e l i o n .  The  c r i t i c a l  a n g l e  cT was  f o u n d  
f r o m  t h e  p r i n t e d  o u t p u t  t o  d e c r e a s e  m o n o t o n i c a l l y ,  
t h r o u g h  a l m o s t  e i g h t  r e v o l u t i o n s  ( a r a t e  o f  a b o u t  
1 d e g r e e / y e a r ) ;  h o w e v e r ,  t h e  m i n o r  p l a n e t  d i d  n o t  
a p p r o a c h  J u p i t e r  mo r e  c l o s e l y  t h a n  0 , 2 5  u n i t s  
( 1 . 3  A . U . )  t h r o u g h o u t  t h e  i n t e g r a t i o n .
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The  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  o r b i t  o f  ( 1 0 7 )  C am i l i a  w a s  \
c a r r i e d  o u t  i n  t wo  s t a g e s   ^ c o v e r i n g  a t o t a l  i n t e r v a l  o f  
3 0 1 0  t  i  m e - u n i  t  s . U n f o r t u n a t e l y  i t  was  n o t  p o s s i b l e  t o  ,<
p l o t  t h e  e n t i r e  r e s u l t s  o n  o n e  s e t  o f  g r a p h s ,  b y  \ 4
c o mp u t e r , »  a s  t h e  t w o  s t a g e s  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  w e r e
s e p a r a t e d  by o t h e r  c a l c u l a t i o n s ,  a n d  t h e  o r i g i n a l■
r e s u l t s  w e r e  d e s t r o y e d  b e f o r e  t h e  s e c o n d  s e t  w e r e
c r e a t e d .  The  g r a p h s  r e p r o d u c e d  h e r e  a r e  t h o s e  f o r  t h e  jU
f i r s t  h a l f  o f  t h e  i n t e g r a t i o n ,  b u t  t h e  t wo  p o l a r
■■"Id i a g r a m s  h a v e  b e e n  e x t e n d e d  w i t h  a d o t t e d  l i n e  t o  s h o w i/i
t h e  s u b s e q u e n t  c o u r s e  o f  t h e  c u r v e  d u r i n g  t h e  s e c o n d  \ua
h a l f .
The  s e  mi - m a j o r  a x i s  i s  e s s e n t i a l l y  c o n s t a n t  a t  
.
0 . 6 7  u n i t s  ( 3 . 4 9  A . Ü. ) ,  b u t  c a r r i e s  a s m a l l  o s c i l l a t i o n  '
w i t h  a p e r i o d  o f  a b o u t  6 4 t i m e - u n i t s .  The  a m p l i t u d e  o f
t h i s  o s c i l l a t i o n  a l s o  v a r i e s  w i t h  t i m e ,  v a r y i n g  f r o m  ' ;
a r o u n d  0 . 0 3 % o f  t h e  a v e r a g e  v a l u e  down t o  a l m o s t  z e r o ;
t h e  p e r i o d  o f  t h i s  v a r i a t i o n  a p p e a r s  t o  b e  r o u g h l y  j
1 5 0  0 t i m e - u n i t s .
The  e c c e n t r i c i t y  c a r r i e s  a s i m i l a r  s m a l l
o s c i l l a t i o n ,  o f  t h e  s a me  p e r i o d  b u t  o p p o s i t e  p h a s e ;  +
t h i s  . h o w e v e r  i s  o f  a p p r o x i m a t e l y  c o n s t a n t  a m p l i t u d e ,  ■--Î
a b o u t  0 , 1 5 % o f  t h e  a v e r a g e  v a l u e .  T h i s  i s  s u p e r i m p o s e d  ]
on  a much l a r g e r  o s c i l l a t i o n ,  c a u s i n g  t h e  e c c e n t r i c i t y  .-k
-
t o  v a r y  b e t w e e n  0 , 0 5  a n d  o v e r  0 . 1 0 .  T h i s  o s c i l l a t i o n  i
a p p e a r s  t o  be  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  " a m p l i t u d e  m o d u l a t i o n "
o f  t h e  s e  mi  - m a j o r  a x i s :  t h e  e x t r e m e s  o f  t h e  o s c i l l a t i o n  -
Wi n  e c c e n t r i c i t y ) -  w h e r e  i t  i s  c h a n g i n g  o n l y  s l o w l y .
1 6 3
c o r r e s p o n d  t o  t h e  s m a l l e s t  f l u c t u a t i o n s  i n  t h e
s e m i - m a j o r  a x i s ;  t h e  p o i n t s  w h e r e  t h e  e c c e n t r i c i t y  i s  
c h a n g i n g  m o s t  r a p i d l y  c o r r e s p o n d  t o  t h e  l a r g e s t
f l u c t u a t i o n s  i n  t h e  s e m i - m a j o r  a x i s .
The  c u r v e  o f  a g a i n s t  ip, a p p r o x i m a t e s  t o  a
c i r c l e ,  w i t h  c u s p s  a t  i n t e r v a l s  o f  a r o u n d  7 5  d e g r e e s  -  
t h a t  i s ,  w i t h  t h e  max i mum v a l u e s  o f  t h e  e c c e n t r i c i t y  
o c c u r r i n g  a t  i n t e r v a l s  o f  7 5  d e g r e e s  i n  t h e  l o n g i t u d e  
o f  t h e  p e r i h e l i o n .  Ov e r  t h e  e n t i r e  p e r i o d  o f  t h e  
i n t e g r a t i o n ,  t h e  p e r i h e l i o n  a d v a n c e s  s t e a d i l y  f r o m
1 0 5  d e g r e e s  t o  3 04  d e g r e e s  ( a  r a t e  o f
0 . 0 3 5  d e g r e e s / y e a r ) ;  i t  p a s s e s  t h r o u g h  1 8 0  d e g r e e s  a t  
t  = 8 8 0 ,  a n d  t h r o u g h  2 7 0  d e g r e e s  a t
t ~ 2 1 1 0  t i m e - u n i t s .  A c i r c l e  c a n  be  d r a wn  w i t h  c e n t r e  
( 0 . 0 4 ,  0 )  a n d  r a d i u s  0 . 0 8 8 ,  w h i c h  f i t s  t h e  i f / - c u r v e
r e a s o n a b l y  w e l l .
The  i n c l i n a t i o n ,  l i k e  t h e  s e m i - m a j o r  a x i s  and t h e  
e c c e n t r i c i t y ,  c a r r i e s  a s m a l l  o s c i l l a t i o n ,  o f  a m p l i t u d e  
a b o u t  0 . 0 2  d e g r e e s ;  h e r e  t h e  p e r i o d  i s  a p p r o x i m a t e l y  6 8  
t i m e - u n i t s ,  w h i c h  i s  c l o s e  t o ,  b u t  d i f f e r e n t  f r o m ,  t h e  
p e r i o d  o f  t h e  o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  f i r s t  t wo  
p a r a m e t e r s .  At  t h e  e n d  o f  t h e  f i r s t  h a l f  o f  t h i s  
i n t e g r a t i o n ,  t h e  i n c l i n a t i o n  r e a c h e s  a max i mum o f
a l m o s t  11 d e g r e e s ,  f a l l i n g  t o  j u s t  o v e r  9 d e g r e e s  a t  
t h e  b e g i n n i n g  a nd  e n d .
The  c u r v e  o f  a g a i n s t  X,  i s  a l m o s t  e x a c t l y  a 
c i r c l e  o f  r a d i u s  0 . 1 7 ,  c e n t r e d  on ( 0 ,  0 , 0 2 ) ;  t h i s
c o r r e s p o n d s  t o  a c o n s t a n t  i n c l i n a t i o n  o f  9 . 8  d e g r e e s
1 64
w i t h  an o f f s e t  o f  ' 1, 2 d e g r e e s .  Ov e r  t h e  f u l l  
i n t e g r a t i o n ,  t h e  a s c e n d i n g  n o d e  r e t r o g r e s s e s  f r o m  
161 d e g r e e s  t o  33 7 d e g r e e s ,  p a s s i n g  t h r o u g h  9 0  d e g r e e s  
a t  t  = 1 1 8 7 ,  a n d  t h r o u g h  z e r o  a t  t ” 2 6 7 0  t i m e - u n i t s .  
T h u s  t h e  a s c e n d i n g  n o d e  i s  m o v i n g  a t  a r o u n d  
0 , 0 3 2  d e g r e e s / y e a r  -  a l i t t l e  mo r e  s l o w l y  t h a n  t h e  
p e r i h e l i o n ,
Ttie c r i t i c a l  a n g l e  cr i s  f o u n d  t o  d e c r e a s e  
m o n o t o n i c  a l l y  t h r o u g h o u t  t h e  i n t e g r a t i o n ,  at  a b o u t  
0 . 4  d e g r e e s / y e a r ,  b u t  no  a p p r o a c h  c l o s e r  t h a n  
0 , 2 5  u n i t s  ( 1 , 3  A , U « )  o c c u r s .
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The  i n t e g r a t i o n  o f  t ii e o r b i t  o f  ( 1 5 3 )  H i l d a s  
t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  i n c l i n a t i o n ,  was  c a r r i e d  o u t  
o v e r  a p e r i o d  o f  1 5 0 7  t i m e - u n i t s .  D u r i n g  t h i s  p e r i o d ,  
t h e  s e m i - m a j o r  a x i s  i s  s e e n  t o  o s c i l l a t e  a r o u n d  
0 , 7  61 u n i t s  ( 3 . 9 6  A. L i . )  w i t h  an a m p l i t u d e  o f  a b o u t  
0 . 5 % ,  a n d  a p e r i o d  o f  1 8 , 5  t i m e - u n i t s .  The  a m p l i t u d e  
r e m a i n s  a l m o s t  c o n s t a n t  t h r o u g h o u t  t h e  p e r i o d  o f  t h e  
i n t e g r a t i o n .
The  e c c e n t r i c i t y  s h o w s  a s i m i l a r  s m a l l  
o s c i l l a t i o n ,  w i t h  t h e  s a me  p e r i o d  b u t  o p p o s i t e  p h a s e ;  
h e r e  t h e  a m p l i t u d e  i s  a b o u t  4 % o f  t h e  a v e r a g e  v a l u e .  
T h i s  i s  s u p e r i m p o s e d  o n  a l a r g e r  v a r i a t i o n ,  w i t h  a 
p e r i o d  o f  a b o u t  1 5 0 0  t i m e - u n i t s ;  t h i s  c a u s e s  t h e  
e c c e n t r i c i t y  t o  v a r y  b e t w e e n  0 . 1 1  a nd  0 , 2 4 ,
The  c u r v e  o f  a g a i n s t  [p, i s  b a s i c a l l y  a c i r c l e  
w i t h  s m a l l  v a r i a t i o n s  i n  r a d i u s  ( i . e .  e c c e n t r i c i t y ) ;  
j u s t  o v e r  t e n  c u s p s  o c c u r  i n  o n e  r e v o l u t i o n ,  s h o w i n g  
t h a t  t h e  s m a l l  o s c i l l a t i o n s  i n  e c c e n t r i c i t y  h a v e  a 
p e r i o d  j u s t  u n d e r  o n e - t e n t h  o f  t h e  t i m e  t a k e n  f o r  o n e  
c i r c u i t  o f  t h e  p e r i h e l i o n ,  A c i r c l e  may be  d r a wn  t o  
f i t  t h e  c u r v e ,  h a v i n g  c e n t r e  a t  ( 0 . 0 6 8 ,  0 )  a nd  r a d i u s  
o f  0 , 1 7 2 .  D u r i n g  t h e  p e r i o d  o f  t h e  i n t e g r a t i o n ,  t h e  
p e r i h e l i o n  r e t r o g r e s s e s  b y  a l i t t l e  o v e r  o n e  
r e v o l u t i o n ,  m o v i n g  a t  a n  a v e r a g e  s p e e d  o f  
0 „ 1 2  d e g r e e s / y e a r ;  i t  c r o s s e s  t h e  f o u r  a x e s  o f  t h e  p l o t  
a t  t i m e s  o f  2 3 0 ,  4 8 0 ,  9 6  5 a nd  1 4 5 0  u n i t s .
The  c u r v e  o f  t h e  i n c l i n a t i o n  i s  c o m p l e x ,  h a v i n g  a 
s m a II  o s c i l l a t i o n  w h i c h  o n l y  a p p e a r s  a t  t h e  p e a k s  o f  a
1 7 1
l a r g e r  o n e .  The  p e r i o d s  o f  t h e s e  t w o  v a r i a t i o n s  a r e  
a b o u t  14 7 and 8 5 0  t i m e - u n i t s .  The  a m p l i t u d e  o f  t h e  
s m a l l e r  o s c i l l a t i o n  i s  a b o u t  0 . 1  d e g r e e s ;  t h e  l a r g e r  
v a r i a t i o n  m o v e s  t h e  i n c l i n a t i o n  f r o m  7 . 8  t o  9 , 2  d e g r e e s  
i n  t h e  c o u r s e  o f  t h e  i n t e g r a t i o n .
The  c u r v e  o f  a g a i n s t  X,  i s  a p p a r e n t l y  p a r t  o f  a 
c i r c l e ,  w i t h  v a r i a t i o n s  i n  r a d i u s  c a u s e d  by  t h e  
v a r i a t i o n s  i n  t h e  i n c l i n a t i o n ;  h o w e v e r ,  t h e r e  i s  n o t  
s u f f i c i e n t  o f  t h e  c u r v e  t o  e s t i m a t e  t h e  c e n t r e  o r  
r a d i u s  o f  t h e  c i r c l e .  The  a s c e n d i n g  n o d e  r e g r e s s e s  
f r o m  2 1 4  t o  1 6 7  d e g r e e s ,  p a s s i n g  t h r o u g h  1 8 0  d e g r e e s  a t  
1 1 5 0  t i m e - u n i t s .  I t  m o v e s  much mo r e  s l o w l y  t h a n  t h e  
p e r i h e l i o n ,  a t  a r a t e  o f  o n l y  0 . 0 2  d e g r e e s / y e a r .
At  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  i n t e g r a t i o n ,  t h e  c r i t i c a l  
a n g l e  or i s  f o u n d  t o  o s c i l l a t e  b e t w e e n  a b o u t  - 4  5 a n d  
+11 d e g r e e s ,  w i t h  a p e r i o d  o f  a r o u n d  1 4 5  t i m e - u n i t s .  
T h i s  v e r i f i e s  t h a t  no  " c l o s e  a p p r o a c h e s "  b e t w e e n  t h e  
m i n o r  p l a n e t  a nd  J u p i t e r  o c c u r .  U n f o r t u n a t e l y ,  t h e  
d a t a  w e r e  n o t  a n a l y s e d  t o  s h o w t h e  b e h a v i o u r  o f  or i n  
d e t a i l  b e f o r e  t h e y  w e r e  d e s t r o y e d ,  s o  no  d i r e c t  
c o m p a r i s o n  c a n  be  ma d e  w i t h  t h e  r e s u l s  g i v e n  by  
S c h u b a r t  ( 1 9 7 8 ) ;  s a m p l e  c a l c u l a t i o n s  o n  t h e  f i g u r e s  
w h i c h  a r e  a v a i l a b l e  s u g g e s t  r e a s o n a b l y  g o o d  a g r e e m e n t .
T h e s e  g r a p h s  may be  c o m p a r e d  w i t h  d i a g r a m  8 ,  w h e r e  
s o me  s i m i l a r  g r a p h s  a r e  s h o w n ,  a t  a r e d u c e d  s c a l e ,  f o r  
t h e  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  s a me  o r b i t  w i t h o u t  i n c l u d i n g  t h e  
i n c l i n a t i o n .
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The  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  o r b i t  o f  ( 3 3 4 )  C h i c a g o  wa s  
c a r r i e d  o u t  o v e r  an i n t e r v a l  o f  2 6 3 0  t i  in e - u n i t s  ( a b o u t  
5 3 0 0  y e a r s ) .  I t  was  p o s s i b l e  t o  c a r r y  t h i s  f u r t h e r  
t h a n  t h e  i n t e g r a t i o n s  f o r  m o s t  o f  t h e  o t h e r  p l a n e t s / '  i n  
t h e  s p a c e  o f  o n e  n i g h t ' s  c o m p u t i n g #  s i n c e  t h e  r a t i o  o f  
me a n  m o t i o n s  wa s  t a k e n  a s  3 / 2 ;  t h i s  me a n t  t h a t  p and q 
w e r e  s m a l l e r #  a n d  t h a t  many o f  t h e  p r o c e s s e s  i n  t h e  
c a l c u l a t i o n s  t o o k  l e s s  t i m e .
The  s e m i - m a j o r  a x i s  r e m a i n s  n e a r  0 , 7 4 8  u n i t s  
( 3 . 8 9  A . U . ) #  o s c i l l a t i n g  w i t h  a p e r i o d  o f  a b o u t  
6 7 u n i t s ;  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e s e  o s c i l l a t i o n s  v a r i e s  
f r o m  0 . 0 0 6  t o  0 . 0 0 8  u r r i t s  ( a r o u n d  1% o f  t h e  a v e r a g e  
v a l u e ) #  t h i s  v a r i a t i o n  h a v i n g  a p e r i o d  o f  a b o u t  
1 0 8 0  t i m e - u n i t s .
The  e c c e n t r i c i t y  n e v e r  e x c e e d s  0 . 1 4 ;  i t  h a s  
r e g u l a r  o s c i l l a t i o n s  o f  a m p l i t u d e  a b o u t  0 . 0 4 #  w h i c h  i s  
c o n s i d e r a b l y  l a r g e r  i n  p r o p o r t i o n  t h a n  t h o s e  i n  t h e  
s e m i  - m a j o r  a x i s ;  t h e y  h a v e  tihe s a me  p e r i o d  a s  t h o s e  o f  
t h e  s e m i - m a j o r  a x i s #  b u t  o p p o s i t e  p h a s e .  T h e s e  a r e  
s u p e r i m p o s e d  on  a l a r g e r #  s l o w e r  o s c i l l a t i o n  w i t h  
a m p l i t u d e  a b o u t  0 . 1  a nd  p e r i o d  1 0 8 0  t i m e - u n i t s  -  t h e  
s a me  a s  t h e  p e r i o d  o f  t h e  " a m p l i t u d e  m o d u l a t i o n "  i n  t h e  
s e m i - m a j o r  a x i s .  The  c o m b i n e d  e f f e c t  o f  t h e s e  t wo  
o s c i l l a t i o n s  i s  t o  b r i n g  t h e  e c c e n t r i c i t y  d o wn  t o  z e r o  
a s  t h e y  b o t h  a p p r o a c h  t h e i r  m i n i m a ;  i t  w o u l d  i n  f a c t  be  
c a r r i e d  b e l o w  z e r o  i f  i t  w e r e  n o t  t h a t  i t  i s  c a l c u l a t e d  
f r o  m
e = / (  I p /  + i p /  )
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a n d  i s  a l w a y s  a s s u m e d  t o  b e  p o s i t i v e .  T h i s  l e a d s  t o  
t h e  c u r v e  b e i n g  p a r t i a l l y  " r e f l e c t e d "  f r o m t h e  
h o r i z o n t a l  a x i s .
The  c o m p l e x  b e h a v i o u r  o f  t h e  e c c e n t r i c i t y  a t  i t s
mi n i ma  i s  f u r t h e r  e l u c i d a t e d  by e x a m i n i n g  t h e
c u r v e .  T h i s  s h o w s  t h a t  t h e  p e r i h e l i o n  o f  t h e  o r b i t  
a d v a n c e s  s l o w l y ,  b u t  w i t h  f r e q u e n t  r e t r o g r e s s i o n s , t h e  
f o r w a r d s  and b a c k w a r d s  m o v e m e n t s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  
r a p i d  o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  e c c e n t r i c i t y .  The  c u r v e  
a c c o r d i n g l y  e x h i b i t s  r e t r o g r a d e  e p i c y c l e s ,  w h i c h  a r e  s o
l a r g e  a s  t o  b r i n g  t h e  c u r v e  t o  t h e  " w r o n g "  s i d e  o f  t h e
a x i s  wh e n  t h e  l o n g i t u d e  o f  p e r i h e l i o n  i s  n e a r  
1 8 0  d e g r e e s .  The  o v e r a l l  s h a p e  o f  t h e  c u r v e  i s  a l m o s t  
e x a c t l y  c i r c u l a r ,  w i t h  t h e  c e n t r e  o f  t h e  c i r c l e  a t  
( 0 . 0 5 5 ,  0 ) ,  a n d  an a v e r a g e  r a d i u s  ( t o  t h e  c e n t r e  o f  t h e  
e p i c y c l e s )  o f  a p p r o x i m a t e l y  0 . 6 .
The  g r a p h  r e p r o d u c e d  h e r e  i s  f u r t h e r  c o m p l i c a t e d  
by t h e  f a c t  t h a t  t h e  p e r i h e l i o n  m o v e s  v e r y  r a p i d l y ,  a nd  
t h a t  mo r e  t h a n  t wo  f u l l  r e v o l u t i o n s  a r e  shown," t h e  
p e r i o d  o f  t h e  e p i c y c l e s  i s  e v i d e n t l y  n o t  c o m m e n s u r a b l e  
w i t h  t h e  o v e r a l l  p e r i o d ,  as  t h e  p a t t e r n  i s  s l i g h t l y  
s h i f t e d  i n  l o n g i t u d e  o n  e a c h  r e p e a t .  The  p e r i h e l i o n  
m o v e s  f r o m 2 8 2  d e g r e e s  t o  1 9  d e g r e e s  o v e r  t h e  i n t e r v a l  
o f  t h e  i n t e g r a t i o n ,  g i v i n g  a n e t  a d v a n c e  o f  
8 1 7  d e g r e e s ,  o r  0 , 1 6  d e g r e e s / y e a r ,  i n  f a c t  t h e  m o v e m e n t  
i s  n e a r l y  t h r e e  t i m e s  a s  r a p i d  i s  t h i s  whe n t h e  
e p i c y c l e s  a r e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t ,  g i v i n g  a r a t e  o f  
n e a r l y  h a l f  a d e g r e e  a y e a r .  ( T h i s  g r a p h  c o r r e s p o n d s
1 8 0
c l o s e l y  w i t h  o n e  g i v e n  b y  S c h u b a r t  ( 1 9 6 8 )  f o r  t h e  o r b i t  
o f  ( 3 3 4 )  C h i c a g o . )
The  i n c l i n a t i o n  a v e r a g e s  a b o u t  3 . 5  d e g r e e s .  I t  
s h o w s  a s m a l l  d o u b l e  o s c i l l a t i o n #  a p p a r e n t l y  d u e  t o  t wo  
s e p a r a t e  s m a l l  o s c i l l a t i o n s  o f  s l i g h t l y  d i f f e r e n t  
p e r i o d s .  The  o v e r a l l  p e r i o d  i s  a r o u n d  70  t i m e - u n i t s ,  
w i t h  an a m p l i t u d e  o f  a b o u t  0 , 6 % o f  t h e  a v e r a g e  v a l u e .  
T h i s  d o u b l e  o s c i l l a t i o n  i s  s u p e r i m p o s e d  o n  a l a r g e r  
c u r v e  o f  a m p l i t u d e  2 . 5  d e g r e e s  a nd  p e r i o d  a b o u t  
3 1 0 0  t i m e - u n i t s .  The  n a t u r e  o f  t h i s  l a r g e r  o s c i l l a t i o n  
i s  e x p l a i n e d  by  t h e  g r a p h  o f  a g a i n s t  Y , # w h i c h  i s  an 
a p p r o x i m a t i o n  t o  a c i r c l e  o f f s e t  f r o m  t h e  c e n t r e  o f  t h e  
p l o t .  The  r a d i u s  o f  t h i s  c i r c l e  i s  0 . 0 6  ( c o r r e s p o n d i n g  
t o  an i n c l i n a t i o n  o f  3 . 4  d e g r e e s )  a nd  t h e  c e n t r e  i s  ( 0 ,  
0 . 0 2 )  ( i n c l i n a t i o n  1 , 2  d e g r e e s ) .  The  a s c e n d i n g  n o d e  
r e t r o g r e s s e s  f r o m  1 1 8  d e g r e e s  t o  16  9 d e g r e e s  ( a  r a t e  o f  
0 . 0 6  d e g r e e s / y e a r ) .  I t  t h u s  c o v e r s  r a t h e r  l e s s  t h a n  
o n e  c i r c l e  i n  t h e  t i m e  t h e  p e r i h e l i o n  t a k e s  t o  a d v a n c e  
by mo r e  t h a n  t w o .  The  a s c e n d i n g  n o d e  p a s s e s  t h e  v a l u e s  
o f  90 d e g r e e s ,  z e r o  a nd  2 7 0  d e g r e e s  a t  t i m e s  3 4 5 ,  1 3 1 0
a n d  1 9 4 5  u n i t s .
The  c r i t i c a l  a n g l e  a  wa s  f o u n d  t o  d e c r e a s e  
m o n o t o n i e  a l l y ,  a t  a r a t e  o f  n e a r l y  3 d e g r e e s / y e a r ,  o v e r  
t h e  i n t e r v a l  o f  t h e  i n t e g r a t i o n ,  b u t  no  a p p r o a c h  t o  
J u p i t e r  c l o s e r  t h a n  0 , 2 1  u n i t s  ( 1 . 0 9  A . U . )  o c c u r r e d .
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The  o r b i t  o f  ( 4 1 4 )  L i r i o p e  wa s  i n t e g r a t e d  o v e r  a 
p e r i o d  o f  1 5 0 7  t i m e - u n i t S f  d u r i n g  w h i c h  t i m e  t f i e  
s e m i - m a j o r  a x i s  r e m a i n s  n e a r  0 . 6 7 5  u n i t s  ( 3 . 5 1  A . U . ) ,  
f l u c t u a t i n g  o n l y  s l i g h t l y / »  w i t h  a p e r i o d  o f  a r o u n d  
2 5 0  u n i t s .  The  a m p l i t u d e  o f  t h i s  f l u c t u a t i o n  v a r i e s  
b e t w e e n  0 . T3 % a n d  o n l y  0 . 0 2 % o f  t h e  a v e r a g e  v a l u e .  
T h i s  v a r i a t i o n  may be  p e r i o d i c / -  b u t  t h e r e  a r e  
i n s u f f i c i e n t  d a t a  t o  c o n f i r m  t h i s  o r  t o  a s c e r t a i n  i t s
p e r i o d .
The  e c c e n t r i c i t y  e x h i b i t s  o s c i l l a t i o n s  o f  t h e  s a me  
p e r i o d  a s  t h o s e  o f  t h e  s e m i - m a j o r  a x i s / »  b u t  o p p o s i t e  i n  
p h a s e ,  a n d  v a r y i n g  i n  a m p l i t u d e  i n  t h e  s a me  w a y ,  
b e t w e e n  3% a nd  6% o f  t h e  a v e r a g e  v a l u e .  D u r i n g  t h e  
i n t e r v a l  o f  t h e  i n t e g r a t i o n ,  i t  d e c r e a s e s  f r o m  0 * 0 7 6  t o  
0 . 0 2 4 .
The  c u r v e  o f  a g a i n s t  ip, s u g g e s t s  a c i r c l e  w i t h  
a b o u t  f i v e  c u s p s ,  o n l y  o n e  o f  w h i c h  i s  s e e n ;  t h e r e  i s  
i n s u f f i c i e n t  o f  t h i s  c u r v e  t o  w a r r a n t  an a t t e m p t  t o  f i t  
a c i r c l e  t o  i t .  The  p e r i h e l i o n  a d v a n c e s  f r o m
52 d e g r e e s  l o n g i t u d e  t o  1 4 9  d e g r e e s  ( a  r a t e  o f
0 . 0 3 4  d e g r e e s / y e a r ) ,  p a s s i n g  t h r o u g h  9 0  d e g r e e s  a t
t = 7 0 0  u n i t s .
The  i n c l i n a t i o n  h a s  s m a l l  o s c i l l a t i o n s  s i m i l a r  t o  
t h o s e  i n  t h e  e c c e n t r i c i t y  a n d  t h e  s e m i - m a j o r  a x i s ,  b u t  
o f  s l i g h t l y  l o n g e r  p e r i o d  -  a b o u t  2 6 0  t i m e  u n i t s  -  a nd  
f a i r l y  c o n s t a n t  a m p l i t u d e  o f  a b o u t  0 . 0 6  d e g r e e s  ( a b o u t  
0 . 7 % o f  t h e  a v e r a g e  v a l u e ) .  Ov e r  t h i s  i n t e r v a l  i t  
d e c r e a s e s  f r o m  9 , 5  d e g r e e s  t o  3 . 5  d e g r e e s .  The  c u r v e
1 8 7
o f  a g a i n s t  X,  i s  a g o o d  f i t  t o  a c i r c l e  o f  r a d i u s
0 . 1 5  c e n t r e d  on CO,  0 . 0 2 ) ,  c o r r e p o n d i n g  t o  an a v e r a g e  
i n c l i n a t i o n  o f  8 . 6  d e g r e e s  w i t h  an o f f s e t  o f  a b o u t  
1 d e g r e e .  The  a s c e n d i n g  n o d e  r e t r o g r e s s e s  f r o m  
9 9 d e g r e e s  t o  8 d e g r e e s  ( a r a t e  o f  0 . 0 3 2  d e g r e e s / y e a r ) ,  
p a s s i n g  t h r o u g h  9 0  d e g r e e s  a t  t ™ 1 5 0 ;  t h e  n o d e  a nd  t h e  
p e r i h e l i o n  t h u s  mo v e  a t  a p p r o x i m a t e l y  t h e  s a me  s p e e d  i n  
o p p o s i t e  d i r e c t i o n s ,  ( A l t h o u g h  t h e y  t r a v e r s e  a l m o s t  
t h e  s a me  a n g l e ,  i t  i s  much e a s i e r  t o  f i t  a c i r c l e  t o  
t h e  X~  c u r v e  t h a n  t o  t h e  - c u r v e ,  b e c a u s e  t h e  f o r m e r  h a s  
no c u s p s . )
T h e  c r i t i c a l  a n g l e  cr i s  f o u n d  t o  d e c r e a s e  
m o n o t o n i c a l l y ,  a t  t h e  f a i r l y  s l o w  r a t e  o f  
0 . 2  d e g r e e s / y e a r ,  t h r o u g h o u t  t h e  i n t e g r a t i o n ;  no  
a p p r 0 a c h n e a r e r  t h a n  0 , 2 5  u n i t s  ( 1 . 3  A . U . )  o c c u r s .
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The  f i r s t  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  o r b i t  o f  ( 9 0 9 )  U l l a  
wa s  c a r r i e d  o u t  w i t h  v a l u e s  o f  p a n d  q c o r r e s p o n d i n g  t o  
a r a t i o  o f  me a n  m o t i o n s  o f  9 / 5 ,  T h i s  was  c o n t i n u e d  f o r  
s e v e r a l  n i g h t s '  c o m p u t i n g # ’ t h e  g r a p h s  s h o wn  h e r e  c o v e r  
an i n t e r v a l  o f  6 0 1 5  t i m e - u n i t s .
The  s e m i - m a j o r  a x i s  r e ffi a i n s c l o s e  t o  0 . 6 8 3  u n i t S f  
o r  a b o u t  3 , 5 5  A , U .  I t  c a r r i e s  v e r y  s m a l l  f l u c t u a t i o n s # '  
w h i c h  h a v e  a p e r i o d  o f  a b o u t  4 3 t i me~u n i t s and w h i c h  
v a r y  i n  a m p l i t u d e  b e t w e e n  0 , 0 0 4 %  a n d  0 , 0 2 % o f  t h e  
a v e r a g e  v a l u e .  T h i s  a m p l i t u d e  v a r i a t i o n  a p p e a r s  t o  be  
p e r i o d i c ;  t h e  p e r i o d  i s  i l l - d e f i n e d / -  b u t  m a y be  a r o u n d  
3 0 0 0  t i r n e - u n i t s .
The  e c c e n t r i c i t y  a l s o  h a s  s m a l l  o s c i l l a t i o n s ?  
w h i c h  h a v e  t h e  s a me  p e r i o d  a nd  t h e  s a me  p h a s e  a s  t h o s e
i n  t h e  s e m i - m a j o r  a x i s .  Th e y  a p p e a r ,  h o w e v e r ,  t o  be  o f
c o n s t a n t  a m p l i t u d e  -  a r o u n d  0 . 3 %  o f  t h e  a v e r a g e  v a l u e .  
T h e y  a r e  s u p e r i m p o s e d  on a l a r g e r  f l u c t u a t i o n ,  w i t h  
p e r i o d  o f  a b o u t  2 4 0 0  t i m e - u n i t s ,  a n d  a m p l i t u d e  o f  0 . 0 1 5  
( a b o u t  1 8 %) ;  t h e  e c c e n t r i c i t y  v a r i e s  b e t w e e n  0 , 1 1  a nd  
0 . 0 6  d u r i n g  t h e  p e r i o d  o f  t h e  i n t e g r a t i o n .
The  g r a p h  o f  a g a i n s t  s h o w s  t h a t  t h e
p e r i h e l i o n  a d v a n c e s ,  w i t h  r e t r o g r a d e  e p i c y c l e s  
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  ma x i ma  i n  t h e  e c c e n t r i c i t y .  T h r e e  
o f  t h e s e  e p i c y c l e s  c a n  be  s e e n ,  w i t h  a s e p a r a t i o n  o f  
a b o u t  4 0 d e g r e e s  i n  t h e  l o n g i t u d e  o f  t h e  p e r i h e l i o n .  
O v e r  t h e  p e r i o d  o f  t h e  i n t e g r a t i o n ,  t h e  p e r i h e l i o n  
a d v a n c e s  f r o m 6 t o  8 4  d e g r e e s ,  m o v i n g  a t  a r a t e  o f  
0 , 0 1  d e g r e e s / y e a r .
'■f:i
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The  i n c l i n a t i o n  s h o w s  s m a l l  f l u c t u a t i o n s ,  o f  t h e  
s a me  p e r i o d  a s  t h o s e  i n  t h e  s e m i - m a j o r  a x i s  a nd  t h e  
e c c e n t r i c i t y ,  b u t  o p p o s i t e  i n  p h a s e ;  t h e y  h a v e  a f a i r l y  
c o n s t a n t  a m p l i t u d e  o f  a b o u t  0 . 0 5 % o f  t h e  a v e r a g e  
v a l u e .  The  i n c l i n a t i o n  a l s o  v a r i e s  s l o w l y ,  b e t w e e n  19  
a n d  1 6 , 5  d e g r e e s .  The  g r a p h  o f  Y  ^ a g a i n s t  Y , i s  a 
c l o s e  a p p r o x i m a t i o n  t o  a c i r c l e  o f  r a d i u s  0 . 3 1 ,  c e n t r e d  
on  ( 0 ,  0 . 0 2 )  -  c o r r e s p o n d i n g  t o  a c o n s t a n t  i n c l i n a t i o n
o f  1 7 , 9  d e g r e e s  o f f s e t  by 1 , 2  d e g r e e s .  D u r i n g  t h e  
i n t e g r a t i o n ,  t h e  a s c e n d i n g  n o d e  r e t r o g r e s s e s  f r o m  1 3 3  
t o  1 8 6  d e g r e e s ,  a t  an a v e r a g e  r a t e  o f  
0 . 0 3  d e g r e e s / y e a r .  The  n o d e  t h u s  m o v e s  n e a r l y  t h r e e  
t i m e s  a s  f a s t  a s  t h e  n e t  m o t i o n  o f  t h e  p e r i h e l i o n .  I t  
p a s s e s  t h r o u g h  t h e  v a l u e s  o f  90  d e g r e e s ,  z e r o  a nd  
2 7 0  d e g r e e s  l o n g i t u d e  a t  8 9 0 ,  2 7 6 0  and 4 4 3 0  t i m e - u n i t s .
The  c r i t i c a l  a n g l e  O' i s  f o u n d  t o  i n c r e a s e  
m o n o t o n i c a l l y  t h r o u g h o u t  t h e  i n t e g r a t i o n ,  a t  a b o u t  o n e  
d e g r e e  a y e a r .  The  m i n o r  p l a n e t  n e v e r  c o me s  c l o s e r  t o  
J u p i t e r  t h a n  0 , 2 4 4 5  u n i t s  -  a b o u t  1 , 2 7  A. U .
At  an e a r l i e r  s t a g e ,  t h i s  o r b i t  i n t e g r a t i o n  wa s  
c a r r i e d  o u t  f o r  an e v e n  l o n g e r  p e r i o d ,  c o v e r i n g  an  
i n t e r v a l  o f  a l m o s t  1 0 , 0 0 0  t i m e - u n i t s ,  or  a b o u t  
1 3 9  c e n t u r i e s .  U n f o r t u n a t e l y ,  t h e  r e s u l t s  o f  t h i s  
i n t e g r a t i o n  w e r e  n o t  s a v e d  i n  r e p r o d u c i b l e  f o r m .  I n  
g e n e r a l ,  h o w e v e r ,  t h e  o r b i t a l  p a r a m e t e r s  w e r e  f o u n d  t o  
c o n t i n u e  t o  b e h a v e  i n  muc h  t h e  s a me  way  as  s h o wn  h e r e .
The  s e m i - m a j o r  a x i s  c o n t i n u e d  t o  s ho w v a r i a t i o n s
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i n  t h e  a m p l i t u d e  o f  i t s  o s c i l l a t i o n s # ’ t h e s e  had a
p e r i o d  o f  a r o u n d  30  0 0  t i m e - u n i t s .  The  maxi mum
a m p l i t u d e s  i n e a c h  c y c l e ,  h o w e v e r ,  g r e w  p r o g r e s s i v e l y  
l a r g e r ;  by  t h e  e n d  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  t h e y  h a d  r e a c h e d  
0 . 0 4 % o f  t h e  a v e r a g e  v a l u e .  I t  c o u l d  n o t  be  d e t e r m i n e d  
w h e t l i e r  t l i i s  wa s  p a r t  o f  a l a r g e r  c y c l e  o f  v a r i a t i o n s ,  
o r  w h e t h e r  t h e  a c c u m u l a t i o n  o f  n u m e r i c a l  e r r o r s  o v e r  s o  
many i n t e g r a t i o n - s t e p s  h a d  f i n a l l y  b e c o m e  v i s i b l e  a s  a 
s e c u l a r  c h a n g e  i n t h e  o r b i t .
The  g r a p h  o f  l^^  a g a i n s t  c o n t i n u e d  a r o u n d  t h e
c i r c l e  w i t h  a f o u r t h  e p i c y c l e ,  t i i e  p e r i h e l i o n  r e a c h i n g  
a l o n g i t u d e  o f  2 3 5  d e g r e e s  by t h e  e n d  o f  t h e  
i n t e g r a t i o n .  T h i s  c i r c l e  wa s  c e n t r e d  a t  a b o u t  
( 0 . 0 3 ,  0 ) ,  w i t h  a r a d i u s  o f  0 . 0 6 .  The  e p i c y c l e s  g r e w  
p r o g r e s s i v e l y  s m a l l e r ,  b o t h  i n  l e n g t h  a nd  i n  w i d t h ,  
s h o w i n g  t h a t  t h e  v a r i a t i o n s  i n  b o t h  t h e  e c c e n t r i c i t y  
a n d  t h e  l o n g i t u d e  o f  p e r i h e l i o n  w e r e  r e d u c i n g  i n  
m a g n i t u d e .  A g a i n ,  i t  wa s  n o t  c l e a r  w h e t h e r  t h i s  wa s  a
c y c l i c  p h e n o m e n o n  -  t h e y  m i g h t  i n c r e a s e  a g a i n  t o  t h e i r
o r i g i n a l  s i z e  a s  111 e c i r c l e  was  c o m p l e t e d  -  o r  a 
s e c u l a r  v a r i a t i o n  «due t o  n u m e r i c a l  e r r o r s  
a c c u m u l a t i n g .  H o w e v e r ,  i f  t h e  l a t t e r  e x p l a n a t i o n  i s  
t h e  t r u e  o n e ,  i t  i s  i n t e r e s t i n g  t h a t  t h e  a c c u m u l a t e d  
e r r o r s  a c t  i n  t h e  o p p o s i t e  d i r e c t i o n  on t h e  t wo  c u r v e s ,  
i n c r e a s i n g  t h e  i n s t a b i l i t y  o f  o n e  a nd  d e c r e a s i n g  t h e  
i n s t a b i l i t y  o f  t h e  o t h e r .
The  i n c l i n a t i o n  c o n t i n u e d  t o  v a r y  s l o w l y  b e t w e e n  
t h e  s a me  l i m i t s ,  a n d  t h e  g r a p h  o f
1 9 6
X x  a g a i n s t  Xi  c o n t i n u e d  t o  t r a c e  o u t  t h e  s a me  c i r c l e ?  t o  
a t o t a l  o f  a l m o s t  o n e  a n d  a h a l f  r e v o l u t i o n s .
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T h i s  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  o r b i t  o f  ( 9 0 9 )  U l l a  was  
c a r r i e d  o u t  w i t h  t h e  r a t i o  o f  me a n  m o t i o n s  t a k e n  t o  be  
7 / 4 ;  t h i s  r e d u c t i o n  i n  t h e  v a l u e s  o f  p a n d  q e n a b l e d  
t h e  i n t e g r a t i o n  t o  be  c a r r i e d  s l i g h t l y  f u r t h e r  t h a n  
n o r m a l  i n  o n e  n i g h t ' s  c o m p u t i n g  -  t o  2 0 0 7  t i m e - u n i t s ,  
o r  3 8 0 0  y e a  r s .
Ov e r  t h i s  p e r i o d ,  t h e  s e m i - m a j o r  a x i s  r e m a i n s  
n e a r l y  c o n s t a n t  a t  0 . 6 8  u n i t s  ( 3 . 5 4  A . U . ) ,  w i t h ,  
f l u c t u a t i o n s  o f  a b o u t  0 . 0 3 % a t  a p e r i o d  o f  
75  t i m e - u n i t s .  Th e  e c c e n t r i c i t y  h a s  f l u c t u a t i o n s  o f  
t h e  s a m e  p e r i o d  a n d  o p p o s i t e  p h a s e ,  w i t h  a s o m e w h a t  
l a r g e r  r e l a t i v e  a m p l i t u d e  -  a b o u t  2% o f  t h e  a v e r a g e  
v a l u e .  I t  a l s o  u n d e r g o e s  a s l o w  v a r i a t i o n  b e t w e e n  0 , 0 7  
a n d  0 . 1 1  d u r i n g  t h e  p e r i o d  o f  t h e  i n t e g r a t i o n .
The  g r a p h  o f  a g a i n s t  ijy, i s  r e p e a t e d  on t h e
f o l l o w i n g  p a g e ,  a t  a l a r g e r  s c a l e ,  s o  t h a t  t h e  d e t a i l s  
c a n  b e  d i s t i n g u i s h e d .  Th e  s m a l l  o s c i l l a t i o n s  i n  
e c c e n t r i c i t y  c o m b i n e  w i t h  s m a l l  a d v a n c e s  a nd  r e t r e a t s  
o f  t h e  p e r i h e l i o n ,  t o  g i v e  r e t r o g r a d e  e p i c y c l e s .  The  
l a r g e r  v a r i a t i o n  i n  e c c e n t r i c i t y  s i m i l a r l y  p r o d u c e s  
l a r g e r  e p i c y c l e s ,  a g a i n  r e t r o g r a d e .  H o w e v e r  t h e  
o v e r a l l  m o t i o n  o f  t h e  p e r i h e l i o n  i s  a s l o w  a d v a n c e . ;  i t  
m o v e s  f r o m 6 d e g r e e s  l o n g i t u d e  t o  21 d e g r e e s  o v e r  t h e  
p e r i o d  o f  t h e  i n t e g r a t i o n ,  a n e t  m o t i o n  o f  o n l y  
0 . 0 0 4  d e g r e e s / y e a r .
The  i n c l i n a t i o n  r a n g e s  b e t w e e n  1 8 . 8  a nd  
1 9 . 1  d e g r e e s ;  i t  a l s o  h a s  a s m a l l  o s c i l l a t i o n ,  o f  
p e r i o d  74  t i m e - u n i t s ,  w h i c h  i s  v e r y  c l o s e  t o ,  b u t  n o t
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i d e n t i c a l  w i t h ,  t h e  p e r i o d  o f  t h e  o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  
s e m i - m a j o r  a x i s  a n d  t h e  e c c e n t r i c i t y .  The  c u r v e  o f  
a g a i n s t  X ,  i s  a g o o d  f i t  t o  a c i r c l e  w i t h  c e n t r e  a t  
t h e  c e n t r e  o f  t h e  p l o t ,  o r  n e a r l y  s o ,  a n d  r a d i u s  o f  
a b o u t  0 , 3 2  ( c o r r e s p o n d i n g  t o  a n  i n c l i n a t i o n  o f  
1 8 . 8  d e g r e e s ) .  The  a s c e n d i n g  n o d e  d e c r e a s e s  f r o m 134  
t o  37  d e g r e e s  o v e r  t h e  i n t e r v a l  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  -  a 
r a t e  o f  a b o u t  0 . 0 3  d e g r e e s / y e a r ,  w h i c h  i s  c o n s i d e r a b l y  
f a s t e r  t h a n  t h e  n e t  m o v e m e n t  o f . t h e  p e r i h e l i o n .  The  
n o d e  p a s s e s  t h r o u g h  9 0  d e g r e e s  l o n g i t u d e  a t  a t i m e  o f  
8 9 5  t i m e - u n i t s .
The  c r i t i c a l  a n g l e  o' d e c r e a s e s  m o n o t o n i c a l l y  
t h r o u g h o u t  t h e  p e r i o d  o f  t h e  i n t e g r a t i o n ,  a t  a r a t e  o f  
n e a r l y  a d e g r e e  a y e a r ;  n o  a p p r o a c h  t o  J u p i t e r  c l o s e r  
t h a n  0 - 2 5  u n i t s  ( a b o u t  1 . 3  A . U . )  o c c u r s .
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'  ;The  o r b i t  o f  (1 5 7 4 )  M e y e r  was i n t e g r a t e d  o v e r  a '.yf4
p e r i o d  o f  3 0 1 0  t i m e - u n i t S f  o r  a b o u t  5 7 0 0  y e a r s .  T h i s  T’,
was t a r r i e d  o u t  i n  t wo  s u c c e s s i v e  n i g h t s *  c o m p u t i n g .
a nd  a l l  t h e  r e s u l t s  w e r e  k e p t  a nd  p l o t t e d  t o g e t h e r ,  i n  ÿiJi
t h e  g r a p h s  r e p r o d u c e d  h e r e .
The  s e m i - m a i  o r  a x i s  r e m a i n s  c l o s e  t o  0 . 6 8  u n i t s ,  ,
, ■ ' f  I
o r  a b o u t  3 . 5 4  A . U .  I t  u n d e r g o e s  s m a l l  o s c i l l a t i o n s ,  .#%SIw i t h  a p e r i o d  o f  8 5  t i m e - u n i t s ;  t h e s e  v a r y  i n  .
a m p l i t u d e ,  f r o m  0 . 0 4 % t o  0 . 0 9 % o f  t h e  a v e r a g e  v a l u e ,  
o v e r  a p e r i o d  o f  a b o u t  30 00  t i m e - u n i t s .
The  e c c e n t r i c i t y  s h o w s  s i m i l a r  o s c i l l a t i o n s ,  o f  
t h e  s a me  p e r i o d  b u t  o p p o s i t e  i n  p h a s e . A l t h o u g h  t h e s e  ;g!
a r e  s u p e r i m p o s e d  on a l a r g e r  o s c i l l a t i o n ,  i t  i s  '
Jn e v e r t h e l e s s  p o s s i b l e  t o  s e e  t h a t  t h e  a m p l i t u d e s  o f  t h e  
s m a l L .  o s c i l l a t i o n  v a r y  i n  t h e  s a me  way a s  t h o s e  i n  t h e  
s e m i - m a j o r "  a x i s ;  t h e y  a r e  g r e a t e s t  ( a b o u t  4% o f  t h e  
a v e r a g e  v a l u e )  whe n t h e  e c c e n t r i c i t y  i s  a t  a m i n i m u m ,  
a n d  l e a s t  ( 1 , 5 % )  a f t e r  i t  h a s  p a s s e d  i t s  m a x i m u m ,  
s h o w i n g  t h a t  t h e  t w o  c y c l e s  a r e  n o t  d i r e c t l y  r e l a t e d .
O v e r a l l ,  t h e  e c c e n t r i c i t y  v a r i e s  b e t w e e n  0 . 0 2  a nd  0 , 0  6 
o v e r  t h e  p e r i o d  c o n s i d e r e d ,  a nd  i s  s t i l l  i n c r e a s i n g  a t  
t h e  e n d  o f  t h e  p e r i o d .
The  f i r s t  h a l f  o f  t h e  g r a p h  o f  a g a i n s t  ij/, wa s  
u n e x p e c t e d , a s  i t  l o o k e d  l i k e  a s e c t i o n  o f  a c i r c l e  
c e n t r e d  w e l l  a wa y  f r o m  t h e  c e n t r e  o f  t h e  p l o t ;  t h i s  wa s  
t h e  r e a s o n  f o r  e x t e n d i n g  t h e  i n t e g r a t i o n  f o r  a s e c o n d  
n i g h t .  The  f i n i s h e d  g r a p h  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  c u r v e  i s  
p r o b a b l y  an a p p r o x i m a t i o n  t o  a c i r c l e  c e n t r e d  a t  a b o u t
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? ( 0 . 0 3 6 ,  0 ) ,  w i t h  a r a d i u s  o f  0 . 0 6 8 ;  h o w e v e r ,  t h e r e  i s
ÿ:
n o t  s u f f i c i e n t  o f  t h e  c u r v e  f o r  t h e s e  f i g u r e s  t o  b e  
a c c u r a t e .  T h e r e  i s  o n e  d e f i n i t e  c u s p ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  
a maxi mum i n  t h e  e c c e n t r i c i t y ,  b u t  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  
t o  s e e  wh a t  t h e  s p a c i n g  b e t w e e n  c u s p s  w i l l  b e .  Ov e r  
t h e  i n t e r v a l  c o v e r e d  by  t h e  i n t e g r a t i o n ,  t h e  p e r i h e l i o n  
a d v a n c e s  f r o m  14 4 t o  2 8 9  d e g r e e s  -  a b o u t  
0 . 0 2 5  d e g r e e s / y e a r .  - I t  p a s s e s  t h r o u g h  1 8 0  and
2 7 0  d e g r e e s  a t  7 22 a nd  2 6 7 8  t i m e - u n i t s .
The  i n c l i n a t i o n  s h o w s  a s m a l l  o s c i l l a t i o n  w h i c h  
a p p e a r s  t o  be o f  e x a c t l y  t h e  s a me  p e r i o d  a s  t h o s e  i n  
t h e  s e m i - m a j o r  a x i s  a nd .  t h e  e c c e n t r i c i t y ;  i t '  i s  i n  t h e  
s a me  p h a s e  as  t h e  e c c e n t r i c i t y .  I t  i s  m o d u l a t e d  i n  
a m p l i t u d e  i n  t h e  same w a y ,  v a r y i n g  b e t w e e n  0 . 3 %  a n d
0 . 4 %  o f  t h e  a v e r a g e  v a l u e .  T h e  i n c l i n a t i o n  a l s o  
u n d e r g o e s  a l a r g e r ,  s l o w e r ,  f l u c t u a t i o n ,  w h i c h  v a r i e s  
i t  b e t w e e n  1 4 . 5  and 1 7  d e g r e e s ;  t h e  p e r i o d  o f  t h i s  -.?1
f l u c t u a t i o n  i s  u n d e f i n e d  f r o m t h i s  g r a p h ,  d| |
T h e  c u r v e  o f  ^ ^ ^ a g a i n s t  X, i s  a g o o d  f i t  t o  a 
c i r c l e  w i t h  c e n t r e  a t  ( 0 ,  0 . 0 2 4 ) ,  a n d  r a d i u s  0 . 2 7 2  ,  
c o r r e s p o n d i n g  t o  a n  i n c l i n a t i o n  o f  1 5 . 8  d e g r e e s ,  o f f s e t  '
by  1 . 4  d e g r e e s .  The  a s c e n d i n g  n o d e  r e t r o g r e s s e s  f r o m  ■
2 34  t o  72  d e g r e e s  l o n g i t u d e ,  t r a v e l l i n g  a l i t t l e  mo r e
s l o w l y  t h a n  t h e  p e r i h e l i o n ,  a t  0 . 0 2 8  d e g r e e s / y e a r .  I t
p a s s e s  t h r o u g h  1 80  a n d  90  d e g r e e s  a t  9 4 6  a nd
2 6 5  1 t i m e - u n i t s .  , 5 'i
Ov e r  t h e  p e r i o d  o f  t h e  i n t e g r a t i o n ,  t h e  c r i t i c a l  %
a n g l e  o" i n c r e a s e s  m o n o t o n i c a l l y ,  a t  a b o u t  h a l f  a d e g r e e  ''4x1
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a y e a r .  The  m i n o r  p l a n e t  n e v e r  c o m e s  c l o s e r  t o  J u p i t e r  
t h a n  0 . 2 5  u n i t s  -  1 , 3  A . U ,
2 1 3
I t  i s  p o s s i b l e  t o  c o m p a r e  d i r e c t l y  t h e  r e s u l t s  f o r  
f i v e  o f  t h e s e  i n t e g  r a t  i  o n s  -  t h o s e  f o r  ( 8 7 )  S y l v i a ,
( 1 0 7 )  C a m i l l a ,  ( 4 1 4 )  L i r i o p e ,  ( 1 5 7 4 )  M e y e r ,  a n d  
( 9 0 9 )  U l l a  ( w i t h  a r a t i o  o f  9 / 5 ) .  T h i s  l i s t  i s  i n  17
o r d e r  o f  i n c r e a s i n g  s e m i - m a j o r  a x i s ,  a n d  t h e  f i r s t  
p o i n t  t o  b e  n o t i c e d  i s  t h a t  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  o f  t h e  ÿ
c r i t i c a l  a n g l e  (J v a r i e s  s t e a d i l y  f r o m  - 1  t o  +1 
d e g r e e s / y e a r  whe n  t h e  p l a n e t s  a r e  a r r a n g e d  i n  t h i s  M
o r d e r .  I t  c h a n g e s  s i g n  b e t w e e n  ( 4 1 4 )  L i r i o p e  a n d  ' %
( 1 5 7 4 )  M e y e r ,  w h i c h  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  e x a c t  p o s i t i o n  
o f t he  com. mens  u r a b  i I i t  y .
The  s l o w e s t  m o v e m e n t  o f  o c c u r s  f o r
( 4 1 4 )  L i r i o p e :  0 . 2  d e g r e e s / y e a r .  The  me a n  m o t i o n  o f
t h i s  p l a n e t  i s  t h e  n e a r e s t  t o  1 . 8 0  t i m e s  t h a t  o f  
J u p i t e r . ;  t h e  d i f f e r e n c e  i s  0 , 5 % .  By c o m p a r i s o n ,  t h e  
a n g l e  cr o s c i l l a t e s  i n  t h e  c a s e  o f  ( 1 5 3 )  H i l d a ,  w h e r e  
t h e  r a t i o  o f  me a n  m o t i o n s  d i f f e r s  f r o m  1 . 5 0  b y  0 . 2 % .
For  ( 9 0 9 )  U l l a ,  t h e  r a t i o  o f . m e a n  m o t i o n s  i s  s l i g h t l y
l e s s  d i f f e r e n t  f r o m 7 / 4  ( 1 . 3 %)  t h a n  f r o m  9 / 5  ( 1 . 5 % ) ;  719
t h e  c h a n g e  i n  a  i s  a b o u t  1 d e g r e e / y e a r  i n  e a c h  c a s e .  “9
The  r a t e s  o f  m o v e m e n t  o f .  t h e  a s c e n d i n g  n o d e s  o f  
t h e  f i v e  o r b i t s  a r e  r o u g h l y  s i m i l a r . ;  t h e y  r e t r o g r e s s  a t  
a b o u t  0 . 0 3  d e g r e e s / y e a r ,  c o m p l e t i n g  a r e v o l u t i o n  i n  
a b o u t  6 0 0 0  y e a r s .  Th e  r a t e s  o f  m o v e m e n t  o f  t h e  
p e r i h e l i o n  v a r y  muc h mo r e  w i d e l y ,  b u t  t h i s  may b e  
r e  I a t  e d  t o  t h e  muc h mo r e  p r o n o u n c e d  c u s p s  on t h e  
^ - c u r v e s  t h a n  o n  t h e  % - c u r v e s .  The  n e t  m o v e m e n t  i s  .?<■
s m a l l e s t  f o r  ( 9 0 9 )  U l l a ,  i n  w h i c h  t h e  c u s p s  e x t e n d  t o
-, ^  ^  ^  ^
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d e f i n i t e  e p i c y c l e s ,  w i t h  t h e  p e r i h e l i o n  a c t u a l l y
r e v e r s i n g  d i r e c t i o n .  The  p o i n t e d  c u s p  on  t h e  li/ - c u r v e  
f o r  ( 1 5 7 4 )  Me y e r  a l s o  i n d i c a t e s  a s l o w i n g - d o w n ,  a l m o s t  
t o  s t a n d s t i l l ,  o f  t h e  p e r i h e l i o n .  The  c u r v e s  f o r  
( 1 0 7 )  C a m i l l a  a nd  ( 4 1 4 )  L i r i o p e ,  on t h e  o t h e r  h a n d ,  
s u g g e s t  a f a i r l y  s t e a d y  mo v e me n t  o f  p e r i h e l i o n ,  a nd  
t h e s e  t wo  o r b i t s  i n  f a c t  h a v e  a r a t e  o f  c h a n g e  o f  
p e r i h e l i o n  s l i g h t l y  g r e a t e r  t h a n  t h a t  o f  t h e  a s c e n d i n g  
n o d e .  The  e x c e p t i o n  t o  t h i s  p a t t e r n  i s '  ( 8 7 )  S y l v i a ,  
w h e r e  t h e  ^ - c u r v e  i s  s i m p l e ,  b u t  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  o f  
p e r i h e l i o n  i s  l i t t l e  o v e r  h a l f  t h a t  o f  t h e  n o d e .
The  y  -- c u r V e s a r e  a l l  much s i m p l e r  t h a n  t h e  
^ - c u r v e s ,  g e n e r a l l y  s h o w i n g  o n l y  t h e  s m a l l - s c a l e
o s c i l l a t i o n s ,  and b e i n g  o t h e r w i s e  c l o s e  a p p r o x i m a t i o n s  
t o  c i r c l e s .  Th e  c e n t r e s  o f  t h e s e  c i r c l e s  a l l  a p p e a r  t o  
l i e  on  t h e  X ^ - ^ a x i s ,  and a r e  a l l  d i s p l a c e d  by  s i m i l a r
a m o u d t s .  ( T h e  c e n t r e  o f  t h e  c i r c l e  f o r  t h e  7 / 4
i n t e g r a t i o n  o f  ( 9 0 9 )  U l l a  i s  e s t i m a t e d  a s  b e i n g  a t  t h e  
i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  a x e s ,  i . e .  a s  h a v i n g  no  
d i s p l a c e m e n t ;  b u t  i n  f a c t  t h e  q u a r t e r - c i r c l e  a v a i l a b l e  
c o r r e s p o n d s  v e r y  c l o s e l y  t o  t h e  c i r c l e  i n  t h e  9 / 5  
i n t e g r a t i o n ,  w h i c h  h a s  a d i s p l a c e d  c e n t r e . )  The  r a d i i  
o f  t h e  c i r c l e s  c o r r e l a t e  c l o s e l y ,  a s  w o u l d  b e  e x p e c t e d ,  
w i t h  t h e  i n c l i n a t i o n s  o f  t h e  s t a r t i n g  o r b i t s .
The  ^ - c u r v e s  a r e  much l e s s  s t r a i g h t f o r w a r d .  T h e y  
a l l  s h o w  mo r e  o r  l e s s  l a r g e - s c a l e  f l u c t u a t i o n s  i n  
r a d i u s ,  m a k i n g  t h e  f i t t i n g  o f  a c i r c l e  l a r g e l y  a m a t t e r  
o f  g u e s s w o r k .  The  c e n t r e s  o f  t h e s e  c i r c l e s  a l l  a p p e a r
____________ Î___________:___________ :__________  ,_____________ :________' .............
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t o  l i e  o n  t h e  ip, - a . x  i s. ,  b u t  t h e  d i s p l a c e m e n t  . v a r i e s  
c o n  s i ' der  ab l y  • h o w e v e r ,  f o u r  o f ;  t h e  g r a p h s  g i v e n  a r e  
n o t  i n c o n s i s t e n t  w i t h  a c ommon c e n t r e  a t  ( 0 . 0 4 ,  0 ) ;  t h e  
e x c e p t i o n  a g a i n  i s  ( 8 7 )  S y l v i a ,  w h e r e  t h e  . c e n t r e  i s  
d e f i n i t e l y  muc h n e a r e r  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  a x e s .  
The  a v e r a g e  r a d i i  o f  t h e  c i r c l e s  do  n o t  c o r r e l a t e  w i t h  
t h e  e c c e n t r i c i t i e s  o f  t h e  s t a r t i n g - o r b i t s ;  t h i s  i s  
u n d o u b t e d l y  b e c a u s e  t h e  r a d i i  f l u c t u a t e ,  a n d  t h e  
s t a r t i n g - v a l u e s may l i e  a n y w h e r e  w i t h i n  t h e  r a n g e  o f  
t h e s e  f l u c t u a t i o n s .
A3
The  p e r i o d s  o f  t h e  s m a l l - s c a l e  o s c i l l a t i o n s  v a r y  
w i d e l y ,  f r o m 8 0  t o  4 70  y e a r s ,  a n d  d o  n o t  a p p e a r  t o  
c o r r e l a t e  w i t h  a n y  o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  o r b i t  s .  I n  
a l l  t h e  c a s e s  c o n s i d e r e d ,  t h e  o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  
s e m i - m a j o r  a x i s  and t h e  e c c e n t r i c i t y  h a v e  t h e  s a m e
p e r i o d ,  a s  c l o s e l y  as  c a n  b e  d e t e r m i n e d ;  b u t ,  i n  e v e r y  ÿj|'L.'i '.:Tc a s e  e x c e p t  t h e  9 / 5  i n t e g r a t i o n  o f  ( 9 0 9 )  U l l a ,  t h e y  a r e  yv|
o p p o s i t e  i n  p h a s e .  I n  t h e  l a t t e r  c a s e ,  a nd  a l s o  i n  
( 1 5 7 4 )  M e y e r , t h e  o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  i n c l i n a t i o n  a l s o  
a p p e a r  t o  h a v e  e x a c t l y  t h e  s a me  p e r i o d ,  i n  o p p o s i t e  
p h a s e  t o  t h e  s e m i - m a j o r  a x i s .  Fo r  t h e  t wo  p l a n e t s  n e x t  i'I;
n e a r e r  t h e  s u n  t h e  p e r i o d s  o f  t h e  o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  
i n c l i n a t i o n  a r e  s l i g h t l y  g r e a t e r  t h a n  o f  t h o s e  i n  t h e  ÿ
f i r s t  t wo  p a r a m e t e r s  -  1 . 0 4  t i m e s  a n d  1 . 0 6  t i m e s  :“é
r e s p e c t i v e l y .  F o r  t h e  p l a n e t  n e a r e s t  t h e  s u n ,  ;‘j
( 8 7 )  S y l v i a ,  t h e  o s c i F l a t  i o n  i n  t h e  i n c l i n a t i o n  i s  on  '5
s u c h  a s m a l l  s c a l e  t h e  t h e  e f f e c t s  c a n n o t  b e  s e p a r a t e d  l |
f r o m t h o s e  o f  t h e  l o n g - p e r i o d  v a r i a t i o n )  a l l  t h a f  c a n  d
\  ^ - : : ' ' ' . - '  ' ^   ^ ; ' . -  -
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b e  s a i d  i s  t h a t  i s  p e r i o d  i s  w i t h i n  1 0 % o f  t h a t  o f  t h e  
f i r s t  t wo  p a r a m e t e r s .
The  v a r i a t i o n s  i n  t h e  o r b i t  o f  ( 3 3 4 )  C h i c a g o ,  
t a k e n  r e l a t i v e  t o  t h e  3 / 2  c o m m e n s u r a b i l i t y ,  a r e  by  f a r  
t h e  g r e a t e s t  o f  t h o s e  c o n s i d e r e d  h e r e .  T h i s  p l a n e t  h a s  
a r a t i o  o f  me a n  m o t i o n  t o  t h a t  o f  J u p i t e r  o f  1 . 5 4 9 ,  a nd  
c o n s e q u e n t  I y i s  i n  f a c t  t w i c e  a s  f a r  r e m o v e d  f r o m t h e  
c h o s e n  comme n s u r  a b i l i t  y a s  a n y  o f  t h e  o t h e r s .  The  n e x t  
c o m m e n s u r a b i I i  t y  n e a r e r  t o  t h e  a c t u a l  p o s i t i o n  o f  
( 3 3 4 )  C h i c a g o  i s  1 4 / 9 ,  w h i c h  wa s  n o t  t r i e d  h e r e .  
S c h u b a r t  ( 1 9 6 8 )  s u g g e s t s  t h a t  t h e  l | ) -c  ur  v e  o f  t h i s  
p l a n e t ,  w h i c h  s h o w s  a s l o w  a d v a n c e  o f  p e r i h e l i o n  
c o m b i n e d  w i t h  r e t r o g r a d e  e p i c y c l e s ,  i s  t y p i c a l  o f  a 
" t  r a n s  i t  i o n "  c a s e  b e t w e e n  c o m m e n s u r a b l e  a nd  
n o n - c o m m e n s u r a b I e m o t i o n .  T h i s  s u g g e s t i o n  i s  su p p o r t e d 
by  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c u r v e s  f o r  ( 9 0 9 )  U l l a  w h i c h  s h o w  
s m a l l e r  e p i c y c l e s ,  f o r  b o t h  t h e  9 / 5  a nd  7 / 4  
c o m m e n s u r a b i l i t i e s ;  t h i s  p l a n e t  i s  n e a r e r  t o  b o t h  t h e s e  
c o m m e n s u r a b i I i  t i e s  t h a n  ( 3 3 4 )  C h i c a g o  i s  t o  3 / 2 ,  b u t  
f u r t h e r  t h a n  a n y  o f  t h e  r e m a i n i n g  p l a n e t s .
: #
;■-M
I
2 1  7
The  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  o r b i t  o f  ( 1 5 3 )  H i l d a  s h o w s  
muc h l a r y e r - a m p l i  t u d e  and  s h o r t e r - p e r i o d  o s c i l l a t i o n s  
i n  t h e  s e m i - m a j o r  a x i s  a n d  t h e  e c c e n t r i c i t y  t h a n  i n  t h e  
o t h e r  o r b i t s  c o n s i d e r e d .  The  mo v e me n t  o f  t h e  
p e r i h e l i o n ,  b e s i d e s  b e i n g  i n  t h e  o p p o s i t e  d i r e c t i o n  
( b e i n g  m o n o t o n i c a 1 1  y r e t r o g r a d e ) ,  i s  a l s o  muc h f a s t e r ,  
a n d  t h e  c e n t r e  o f  t h e  \[/ ~ c u r v e i s  mo r e  d i s p l a c e d  f r o  m 
t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  a x e s .  The  p e r i o d  o f  t h e  
o s c i l l a t i o n s  i n  i n c l i n a t i o n  f a l l s  w i t h i n  t h e  r a n g e  o f  
t h e  o t h e r s  c o n s i d e r e d ,  b u t  t h e  ampi  t u d e  i s  muc h l a r g e r  
a nd  t h e  s h a p e  mo r e  c o m p l e x  t h a n  f o r  any  o t h e r  p l a n e t  
e x c e p t  ( 3 3 4 ) C h i c a g o .  The  a s c e n d i n g  n o d e  h o w e v e r  m o v e s  
a t  much t h e  s a me  s p e e d  a s  t h o s e  o f  t h e  9 / 5  p l a n e t s .  
( 1 5 3 )  H i l d a  h a s  a l a r g e r  s e m i - m a j o r  a x i s  ( 3 . 9 8  A . U, )  
a n d  l a r g e r  e c c e n t r i c i t y  ( 0 . 1 5 4 )  t h a n  t h e  o t h e r  p l a n e t s ,  
a nd  a s m a l l e r  i n c l i n a t i o n  t h a n  mo s t  ( 7 . 8  d e g r e e s ) ,  b u t  
i t  i s  n o t  c l e a r  w h i c h  f a c t o r s  a r e  r e s p o n s i b l e  f o r  t h e  
v a r i o u s  d i f f e r e n c e s .
i  "
' y -i.S"
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I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  c o m p a r e  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  
t wo  i n t e g r a t i o n s  o n  t h e  o r b i t  o f  ( 9 0 9 )  U l l a ,  u s i„n g 
d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  p a nd  q« On t h e  w h o l e ,  t h e  g r a p h s  
a r e  r e m a r k a b l y  s i m i l a r ,  t h e  v a r i o u s  p a r a m e t e r s  o f  t h e  
o r b i t  v a r y i n g  i n  t h e  s a me  way b e t w e e n  t h e  s a me  l i m i t s .  yfj
The  d e t a i l s '  o f  t h e  soi a l l  - s c a l e  o s c i l l a t i o n s ,  h o w e v e r ,
do  d i  f  f  e r  .
The  p e r i o d s  o f  t h e  o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  s e m i - m a j o r  
a x i s  a r e  43 t i m e - u n i t s  f o r  t h e  r a t i o  9 / 5 ,  and 7 5  f o r  
t h e  r a t i o  7 / 4 .  In t h e  l a t t e r  c a s e ,  no  c h a n g e  i n  t h e  
a m p l i t u d e  o f  t h e s e  o s c i l l a t i o n s  i s  n o t i c e a b l e  -  i t  
r e m a i n s  a b o u t  0 . 03% o f  t h e  a v e r a g e  v a l u e .  I n t h e  
f o r m e r  c a s e ,  t h e  a m p l i t u d e  v a r i e s ,  o v e r  a p e r i o d  o f  
s e v e r a l  h u n d r e d  t i m e - u n i t s ,  b e t w e e n  0 . 0 0 4 %  a n d  0 . 0 4 % .
The  o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  e c c e n t r i c i t y  a r e  i n  p h a s e  
w i t h  t h o s e  i n  t h e  s e m i - m a j o r  a x i s ,  f o r  t h e  r a t i o  9 / 5 /  
f o r  t h e  r a t i o  7 / 4 ,  a s  i n d e e d  i n  a l l  t h e  o t h e r
i n t e g  r a t i o n s ,  t h e y  a r e  o u t  o f  p h a s e .  T h e y  a r e  a l s o
c o n s i d e r a b l y  s m a l l e r  i n  t h e  f o r m e r  c a s e .  The  g r a p h s  o f
a g a i n s t  Ip, s ho w v e r y  s i  m i I a r l a r g e  e p i c y c l e s  i n  b o t h  
c a s e s ,  b u t  o n l y  t h e  7 / 4  r a t i o  e x h i b i t s  s m a l l  e p i c y c l e s  
a s  w e l l ;  t h e  9 / 5  c u r v e  h a s  o n l y  s m a l l  c u s p s .  T h i s  
s u g g e s t s  t h a t  t h e  l o n g i t u d e  o f  p e r i h e l i o n  d o e s  n o t
a c t u a l l y  r e v e r s e  d i r e c t i o n  i n  t h e  c a s e  o f  9 / 5 ,  b u t
p r o b a b l y  s l o w s  down a nd  s p e e d s  up a s  t h e  e c c e n t r i c i t y  
v a r i e s ;  a s  a l r e a d y  o b s e r v e d ,  t h e  v a r i a t i o n s  i n  t h e  
e c c e n t r i c i t y  a r e  t h e m s e l v e s  s m a l l e r .  The  p e r i h e l i o n  
mo v e s  much mo r e  q u i c k l y  o v e r a l l  f o r  t h e  r a t i o  9 / 5  -
.,. ■>:. : ' ' , " "■ • ■' ’■ .;
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a b o u t  t h r e e  t i m e s  a s  f a s t .  T h i s  may b e  p a r t i a l l y  d u e
t o  t h e  e x t r a  b a c k - a n d - f o r t h  m o t i o n  c o v e r e d  i n  t h e  7 / 4  ’%
c a s e ;  t h e  c h a n g e  i n  l o n g i t u d e  o v e r  o n e  t  i me- run i t
fj'Kv a r i e s ,  b u t  i s  r o u g h l y  s i m i l a r  i n  e a c h  c a s e .
T h e  v a r i a t i o n s  i n  t h e  i n c l i n a t i o n  h a v e  t h e  s ame  ?%
p e r i o d  as t h o s e  i n  t h e  s e m i - m a j o r  ax i  s and  t h e
i n c l i n a t i o n ,  f o r  t h e  r a t i o  9 / 5 ;  t h e y  a r e  s l i g h t l y  
d i f f e r e n t  f o r  7 / 4 .  The  c u r v e s  o f  )C^  a g a i n s t  y  a r e  , J|v
a l m o s t  e x a c t l y  t h e  s ame  c i r c l e  i n  b o t h  c a s e s ,  a n d  t h e  . 5!
a s c e n d i n g  n o d e  mo v e s  a t  a p p r o x i m a t e l y  t h e  s a me ,  s p e e d .
Th e  c r i t i c a l  a n g l e  o* i n c r e a s e s  s t e a d i l y  whe n t h e  ■
r a t i o  i s  t a k e n  as 9 / 5 ;  i t  d e c r e a s e s ,  a t  a b o u t  t h e  same
r a t e ,  whe n  t h e  r a t i o  i s  7 / 4 .
:p
T h u s  i t  w o u l d  s e e m  t h a t ,  i n  i t s  s m a l l - s c a l e  ,^ ,4
d e t a i l s ,  t h e  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  o r b i t  o f  ( 9 0 9 )  U l l a  ’:d
w i t h  a r a t i o  o f  9 / 5  s h o w s  c e r t a i n  d i f f e r e n c e s  f r o m  m o s t  ;
o f  t h e  o t h e r  o r b i t s  c o n s i d e r e d ;  b u t ,  i n  t h e  l o n g e r  
t e r m ,  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  o r b i t  i s  much t h e  s a m e ,  no
m a t t e r  w h i c h  r a t i o  i s  a s s u m e d  f o r  t h e  mean m o t i o n s .  ' -ÿ
"3;
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At  o n e  s t a g e  i n  t h e  c a l c u l a t i o n s ,  o w i n g  t o  an  
e r r o r ,  s e v e r a l  i n t é g r â t  i o n s  w e r e  c a r r i e d  o u t  w i t h  t h e  
a r g urn e n  t o f  t h e  p e r i h e l i o n  CO i n  p l a c e  o f  i t s  
l o n g i t u d e  i%/. T h i s  a m o u n t s  t o  an a r b i t r a r y  a l t e r a t i o n  
o f t h e  I o n 9 i t  u d e  o f  t h e  p e r i h e l i o n ;  c o n s e q u e n t l y ,  
t h o u g h  t h e  r e s u l t s  h a v e  n o  c o r r e s p o n d e n c e  w i t h  a n y  
p h y s i c a l  o r b i t ,  t h e y  do  c a s t  s o me  l i g i i t  on t h e  
s t a b i l i t y  o f  t h e  m e t h o d  a g a i n s t  r a n d o m v a r i a t i o n s  i n  
t h e  s t a r t i n g  p a r a m e t e r s .
The  rnost  d r a m a t i c  d i f f e r e n c e  was o b s e r v e d  i n  t h e
o r b i t  o f  ( 1 5 3 )  Hi  I d a ,  w h e r e  t wo o f  t h e  c u r v e s  a p p e a r e d
c o m p l e t e l y  d i f f e r e n t .  On c l o s e r  e x a m i n a t i o n ,  i t  was
s e e n  t h a t  t h i s  was d u e  a l m o s t  e n t i r e l y  t o  a c h a n g e  i n  
t h e a mp I i  t u d e  o f  t h e  s h o r t - p e r i o d o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  
e c c e n t r i c i t y  -  t h e y  w e r e  t h r e e  o r  f o u r  t i m e s  l a r g e r  
t h a n  t h e y  o u g h t  t o  b e .  T he  i r p e r i o d ,  h o w e v e r ,  wa s  
a l m o s t  u n c h a n g e d .  The  a s c e n d i n g  n o d e  r e t r o g r e s s e d  
c o n s i d e r a b l y  f a s t e r  w i t h  t h e  e r r o n e o u s  v a l u e  o f  t h e  
l o n g i t u d e ,  b u t  t h e  o t h e r  r e s u l t s  w e r e  v e r y  s i m i l a r .
In t h e  c a s e  o f  ( 1 0 7 )  C a m i l l a ,  on t h e  o t h e r  h a n d ,  
t h e  s m a l l  o s c i l l a t i o n s  h a d  a much s m a l l e r  a m p l i t u d e  
wh e n  t h e  w r o n g  l o n g i t u d e  was  u s e d .  The  a s c e n d i n g  n o d e  
mo v e d  a l i t t l e  rn o r e  s l o w l y  t h a n  i t  o u g h t ,  a nd  t h e 
p e r i h e l i o n  m o v e d  a t  o n l y  a b o u t  h a l f  t h e  c o r r e c t  s p e e d  
( b u t  i n  t h e  r i g h t  d i r e c t i o n ) .
For  ( 9 0 9 )  U l l a ,  w i t h  t h e  r a t i o  o f  me a n  m o t i o n s
t a k e n  as  9 / 5 ,  t h e  o n l y  c h a n g e  wa s  i n  t h e  s m a l l  
o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  i n c l i n a t i o n ,  w h i c h  c a me  o u t  t o o
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L a r g e  a nd  w i t h  a s l i g h t  I  y s h o r t e r  p e r i o d .
A p a r t  f r o m  t h e  c h a n g e s  d e s c r i b e d ,  t h e  i n t e g r a t e d  
o r b i t s  o f  t h e s e  t h r e e  p l a n e t s  s h o w e d  c o n s i d e r a b l e  
c o n s i s t e n c y  wh e n  t h e  l o n g i t u d e s  o f  p e r i h e l i o n  w e r e  
c h a n g e d .  A l l  t h e  o r b i t a l  p a r a m e t e r s  v a r i e d  w i t h  t i m e  
i n  t h e  same s o r t  o f  w a y ,  a nd  r e m a i n e d  w i t h i n  v e r y  
s i m i l a r  l i m i t s .  T h i s  s u g g e s t s  t h a t  t h e  m e t h o d  u s e d  i s  
p r o b a b l y  r e a s o n a b l y  s t a b l e  a g a i n s t  r a n d o m c h a n g e s  i n  
t h e  s t a r t i n g  p a r a m e t e r s .
2 2 2
I t  i s  now p o s s i b l e  t o  c o m p a r e  t h e  o r b i t s  o b t a i n e d  
f r o m  o b s e r v a t i o n s ,  i n  s e c t i o n  I I ,  w i t h  t h o s e  p r e d i c t e d
by n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n ,  i n  t h i s  s e c t i o n ,  f o r  f o u r  o f  
t h e  p l a n e t s  i n v e s t i g a t e d ,  ( T h e  p l a n e t  ( 1 5 3 )  H i l d a  wa s
n o t  o b s e r v e d ;  n o  o r b i t  wa s  o b t a i n e d  f o r  ( 1 5  7 4)  M e y e r ;
a nd  t h e  o r b i t s  o b t a i n e d  f o r  ( 3  34 ) C h i  c a g o  w e r e  n o t
r e g a r d e d  as  r e l i a b l e , )
We may t a b u l a t e  t h e  r e s u l t s  f o r  e a c h  p l a n e t ,
t o g e t h e r  w i t h  t h e  o r i g i n a l  p a r a m e t e r s  f  r om t h e  
" E p h e m e r i  d e s  o f  Mi n o r  P l a n e t s " ,  a s  f o l l o w s .
S'S
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( 8 7 )  S y l v i a
o r i g i n a l p r e d i c t e d o b 5 e r V e
a 3 . 4 8 1 2 3 . 4 8 1 2 3 . 4 8 1 6
e 0 . 0 9 9 0 . 0 9 9 0 . 0 9 4
6J 0 I2 6 5  33 2 6 6 "  1 ' 2 7 2  '' 2 '
i 1 0 51 10 51 1 0 54
n 7 4 4 73 45 7 3  22
He r e  t h e  s e rni - m a j o r  a x i s ,  t h e  e c c e n t r i c i t y  a nd  t h e  
i n c l i n a t i o n  h a v e  a l l  v a r i e d  ' more t h a n  t e t h e o r y  
p r e d i c t s ;  i n  f a c t  t h e  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  i n d i c a t e s  
t h a t  n o n e  o f  t h e s e  p a r a m e t e r s  s h o u l d  e v e r  r e a c h  t h e s e  
v a l u e s .  The  p e r i h e l i o n  a n d  t h e  a s c e n d i n g  n o d e  h a v e  
b o t h  IIIoVed i n t h e  e x p e c t e d  d i r e c t i o n ,  but  more q u i c k l y ;  
t h e  n o d e  h a s  mo v e d  t w i c e  a s  f a s t ,  and t ii e er  i h e I i on
n e a r l y  f o u r t e e n  t i m e s  a s  f a s t .
( 1 0 ? )  C a mi l l a
2 2 4
o r i g i n a l p r e d i c t e d o b s e r v e d
a 3 . 4 8 9 5 3 . 4 3 9 2 3 . 4 8 8 8
e 0 .  0 7 0 0 . 0 6 9 0 . 0 7 3
W 3 0 3 ' ' 3 4 ' 3 0 5 ^ 5 6 ' 291  ^^ 59 '
i 9 55 9 58 9 57
a 1 7 4  4 0 1 7 3  45  ' 1 7 4  3
..'y
He r e  a g a i n  t h e  s e m i - m a j o r  a x i s  a nd  e c c e n t r i c i t y  
h a v e  c h a n g e d  mo r e  t h a n  p r e d i c t e d ,  a l t  h o u g h t h e 
e c c e n t r i c i t y  i s  n o t  o u t  o f  t h e  r a n g e  p r e d i c t e d  by  t h e  
n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  o v e r  s e v e r a l  t h o u s a n d  y e a r s .  T he  
i n c l i n a t i o n  h a s  a c t u a l l y  v a r i e d  l e s s  t h a n  p r e d i c t e d .  
T h e  p e r i h e l i o n  h a s  a p p a r e n t l y  r e t r o g r e s s e d  i n s t e a d  o f  
a d V an.c i n g ,  and t h a t  n e a r l y  f i v e  t i m e s  a s  f a s t  a s  
p r e d i c t e d .  T h e  a s c e n d i n g  n o d e ,  on t h e  o t h e r  h a n d ,  h a s  
mo v e d  i n  t h e  p r e d i c t e d  d i r e c t i o n  a t  o n l y  t w o - t h i r d s  t h e  
p r e d i  c t e d  s p e e d .
\9r-Try,:::^T:y, '
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( 4 1 4 )  L i r  i ope
o r i g i n a l  
a 3 . 5 0 7 2  
e 0 . 0 7 7  
31 3 "4 5' '  
i 9 33  
/ I  111 53
p r e d i  c t  ed  
3 . 5 0 7 1  
0 . 0 7 7  
3 1 4 ^ 2 4 ' '
9 33  
111  33
o b s e r v e d
3 . 4 9 8 8
0 . 0 8 7
«7 /31 7 13 
9 32  
111 20
Onc e  a g a i n  t h e  o r b i t a l  p a r a m e t e r s  h a v e  v a r i e d  mo r e  
t h a n  p r e d i c t e d  ~ e s p e c i a l l y  t h e  e c c e n t r i c i t y ,  w h i c h  h a s  
i n c r e a s e d  t o  a v a l u e  t h e  i n t e g r a t i o n  w o u l d  n o t  p r e d i c t  
u n t i l  a f t e r  an i n t e r v a l  o f  n e a r l y  9 0 0 0  y e a r s .  The  
p e r i h e l i o n  a nd  t h e  a s c e n d i n g  n o d e  h a v e  m o v e d  i n  t h e  
p r e d i c t e d  d i r e c t i o n ,  b u t  s e v e r a l  t i m e s  f a s t e r  t h a n  
p r e di  c t e d  «
' 1
2 2 6
( 9 0 9 )  U l l a
We h a v e  h e r e  t wo  s e t s  o f  p r e d i c t i o n s  ( t n e 
i n t e g r a t i o n s  t a k i n g  t h e  r a t i o s  o f  t h e  mean m o t i o n s  as  
9 / 5  a n d  a s  7 / A )  a nd  t h r e e  s e t s  o f  r e s u l t s  ( t h e  ne w  
o r b i t  p u b l i s h e d  i n  " E p h e m e r i d e s  o f  Mi n o r  P l a n e t s " ,  a nd  
t h e  t wo  o r b i t s  d e r i v e d  f r o m o b s e r v a t i o n s  i n  t h i s  
i n v e s t i g a t i o n ) .
We g i v e  e a c h  s e t  o f  r e s u l t s  s e p a r a t e l y .
o r i g i n a l  p r e d i c t e d ( 9 / 5 )  p r e d i  c t e d ( 7 / 4 )  E . M. P .
a
e
a
i
a
3 . 5 5 1 3  
0 . 0 9 3  
2 3 2   ^ 6 
1 8 4 8  
1 4 7  12
3 . 5 5 1 4  
0 . 0 9 3  
2 3 2 ' ' 1  s '  
1 8  4 8  
1 4 7  3
3 . 5 5 1 3  
0 . 0 9 3  
2 3 2 ^ 1 0  
1 8  4 8  
1 4 7  3
3 .  54 53 
0 . 0 9 1  
2 2 9  " 2
1 4 6  58
o r i g i n a l  p r e d i c t e d ( 9 / 5 )  p r e d i c t e d ( 7 / 4 )  o b s e r v e d ( l )
0)
i
f l
3 . 5 5 1 3  
0 . 0 9 3  
2 3 2  " 6 
1 8 4 8  
Î 4 7  12
3S. 5 51 4 
0 . 0 9 3  
2 3 2 " 2 5  
1 8 4 8  
1 4 6 5 8
3 . 5 5 1 3  
0 . 0 9 3  
2 3 2 " 1 2 
1 8  4 8  
1 4 6  5 8
a 3 . 5 5 1 3  
e 0 . 0 9 3  
w 2 3 2  " 6'  
i 1 8  48  
1 4 7  12
3 . 5 5 1 4  
0 . 0 9 3  
2 3 2  " 2 7 '  
1 8  4 8  
1 4 6  56
3 . 5 5 1 3  
0 . 0 9 3  
2 3 2 " 1 3  ^
18  4 8  
1 4 6  57
3 . 5 4 6 3  
0 . 0 9 1  
2 2 7 " 2 2  
1 8 4 8  
1 4 6 5 2
o r i g i n a l  p r e d i  c t e d ( 9 / 5 )  p r e d i  c t e d ( 7 / 4 )  ob s e r v e d ( 2 )
3 . 5 4 1 6  
0 .  0 9 2  
2 2 8  3 1  
1 8  45  
1 4 6  56
The  f i r s t  p o i n t  t o  b e  n o t i c e d  h e r e  i s  t h a t  t h e  
d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e  t w o  s e t s  o f  p r e d i  c t i o n s  a r e  
muc h l e s s  t h a n  b e t w e e n  t h e  p r e d i c t e d  and  t h e  o b s e r v e d  
v a l u e s .  The  e c c e n t r i c i t y  a nd  i n c l i n a t i o n  do  n o t  v a r y  
o u t s i d e  t h e  t o t a l  r a n g e  p r e d i c t e d  by  t h e  n u m o r i c a I 
i n t e g r a t i o n  o v e r  a l o n g  p e r i o d  o f  t i m e ,  b u t  t h e  
s e m i - m a j o r  a x i s  has  a p p a r e n t l y  b e c o m e  a p p r e c i a b l y
ir-, '-f:»; ■;ÿsr
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s m a l l e r  t h a n  p r e d i c t e d «
Go t h  t h e  p e r i h e l i o n  a nd  t h e  a s c e n d i n g  n o d e  h a v e  
c h a n g e d  d i r e c t i o n  o v e r  t h e  p e r i o d  o f  o b s e r v a t i o n .  The  
p e r i h e l i o n ,  h a v i n g  r e t r o g r e s s e d  n e a r l y  f i v e  d e g r e e s  i n  
l e s s  t h a n  n i n e  y e a r s ,  h a s  s t a r t e d  t o  a d v a n c e  a g a i n .  
S u c h  b e h a v i o u r  i s  p r e d i c t e d  t o  o c c u r  a t  v a r i o u s  f u t u r e  
t i m e s ,  wh e n  t h e  i j^ -cur 've  i s  e x h i b i t i n g  e p i  c y c l e s ,  b u t  
t h e  mo v e m e n t  i s  l a r g e r  a n d  f a s t e r  t h a n  p r e d i c t e d ,  The  
a s c e n d i ng n o d e ,  h a v i n g  a l s o  r e t r o g r e s s e d  ( a l i t t l e  
f a s t e r  t h a n  p r e d i c t e d )  h a s  a l s o  a p p a r e n t l y  s t a r t e d  t o  
a d v a n c e  a g a i n ;  t h i s  b e h a v i o u r ,  i f  r e a l ,  i s  i n  c o m p l e t e  
c o n t r a d i c t i o n  t o  t h e  n u m e r i c a l  p r e d i c t i o n s ,  w h e r e  t h e  
n o d e  r e t r o g r e s s e s  mono t on  i c a I l y .
I t  s h o u l d  be  b o r n e  i n  m i n d  t h a t  mos t  o f  t h e  
c h a n g e s  i n  t h e  o r b i t s  d i s c u s s e d  h e r e  a r e  f a i r l y  s m a l l ,  
a nd  s o me  may be  o f  c o m p a r a b l e  m a g n i t u d e  t o  t h e  e r r o r s  
i n  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  o r b i t s  c a l c u l a t e d  f r o m  
o b s e r v a t i o n s .  H o w e v e r ,  t h e  g e n e r a l  c o n c l u s i o n  w o u l d  
a p p e a r  t o  be t h a t  t h e  r e a l  o r b i t s  v a r y  m o r e ,  and mo r e  
q u i c k l y ,  t h a n  t h e  t h e o r e t i c a l  p r e d i c t i o n s  w o u l d  
s u g g e s t ,
?  " ; , j r r r  i z - r v ' ......
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IV -  C o n c l u s i o n s
The  g e n e r a l  l a c k  o f  c l o s e  a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e o r y  
a n d  o b s e r v a t i o n s  h i g h l i g h t s  t h e  l i m i t a t i o n s  o f  t h i s  
t h e o r e t i c a l  a p p r o a c h .  We a r e  t r e a t i n g  t h e  p r o b l e m  a s  
o n e  o f  o n l y  t h r e e  b o d i e s ,  o f  w h i c h  t h e  t wo m a s s i v e  o n e s  
( t h e  s u n  and J u p i t e r )  a r e  u n a f f e c t e d  by  t h e  t h i r d  ( t h e  
m i n o r  p l a n e t ) . T h i s  i s  t r u e  as  f a r  a s  i t  g o e s .  
H o w e v e r  J u p i t e r  d o e s  n o t  o r b i t  r o u n d  t h e  s u n  i n
u n d i s t u r b e d  e l l i p t i c a l  m o t i o n ,  as  t h e  t h e o r y  a s s u m e s ,  
a n d  t h e  m i n o r  p l a n e t  i s  n o t  i n f l u e n c e d  o n l y  by t h e  s un  
a n d  J u p i t e r .  A l l  t h e  o t h e r  p l a n e t s  i n  t h e  s o l a r  s y s t e m  
c o n t r i b u t e  t o  t h e  r e a l  m o t i o n ;  i n  p a r t i c u l a r  S a t u r n  h a s  
a c o n s i d e r a b l e  e f f e c t  on  t h e  o r b i t  o f  J u p i t e r ,  and  
u n d o u b t e d l y  a f f e c t s  t h e  m i n o r  p l a n e t  a s  w e l l .
T h e  e f f e c t  o f  S a t u r n  on t h e  m o t i o n  i s  p r o b a b I  y 
s o me  o r d e r s  o f  m a g n i t u d e  s m a l l e r  t h a n  t h e  p r i m a r y
c o n t r i b u t i o n  o f  t h e  s u n  a n d  J u p i t e r ,  a nd  s o  t h e  r e s u l t s  
o f  t h e s e  i n t e g r a t i o n s  may be  t a k e n  - a s  a f i r s t  
a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  r e a l  o r b i t .  I n  
p a r t i c u l a r ,  a l l  t h e  o r b i t s  c o n s i d e r e d  h e r e  a p p e a r  t o  be
s t a b l e ,  a n d  i t  i s  u n l i k e l y  t h a t  t h e  e f f e c t  o f  S a t u r n  i s
l a r g e  e n o u g h  t o  a l t e r  t h i s .  I t  may be  c o n c l u d e d ,  
t h e r e f o r e ,  t h a t  a l l  t h e  p l a n e t s  c o n s i d e r e d  w i l l  r e m a i n  
i n  o r b i t s  s i m i l a r  t o  t h e i r  p r e s e n t  o n e s ,  f o r  " s e v e r a l  
t h o u s a n d s  o f  y e a r s .  Out  t h e  d e t a i l s  o f  t h e  
s h o r t - p e r i o d  b e h a v i o u r  o f  t h e  o r b i t a l  p a r a m e t e r s  c a n n o t  
s a f e l y  be  p r e d i c t e d  f r o m  t h i s  t h e o r e t i c a l  a n a l y s i s .
»
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T h a t  s a i d ,  t h e n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n s  do  p r e s e n t  
an i n t e r e s t i n g  p i c t u r e  o f  t h e  b e h a v i o u r  o f  v a r i o u s  
o r b i t s  i n  a " m o d e l "  t h r e e - b o d y  s i t u a t i o n .
A l l  t h e  o r b i t s  s h o w an  e x a c t  c o r r e s p o n d e n c e
o e t  we e n . t h e  s h o r t - p e r i o d  o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  s e m i - m a j o r  
a X i S' a nd  t h e  e c c e n t r i c i t y ;  t h e y  h a v e  t h e  s a me  p e r i o d
a n d  u s u a l l y  o p p o s i t e  p h a s e .  ( T h i s  m e a n s  t h a t  t h e
p e r i h e l i o n  d i s t a n c e  o f  t h e  p l a n e t ,  f o r  i n s t a n c e ,
f l u c t u a t e s ,  n o t  w i t h  t h e  sum o f  t h e s e  t wo  o s c i  H a t  i o n s ,  
b u t  w i t h  t h e i r  g e o m e t  r i c a I  m e a n . )  One  o f  t h e  
i n t e g r a t i o n s  o f  ( 9 0 9 )  UI  l a ,  h o w e v e r ,  r e v e r s e s  t h i s  
e f f e c t ,  t h e  t wo  o s c i l l a t i o n s  b e i n g  o f  t h e  s a me  p e r i o d  
a n d  t h e  s a me  p h a s e ,  s o  t h e  o p p o s i n g  o f  t h e  p h a s e s  i s
n o t  a n  i n e v i t a b l e  r e s u l t .
The  a c t u a l  p e r i o d s  o f  t h e s e  o s c i l l a t i o n s  v a r y
c o n  s i d e r a b l y  f r o m o n e  p l a n e t  t o  a n o t h e r ;  i n  e a c h ,  t h e y
a r e  c l o s e l y  m a t c h e d  by t h e  p e r i o d  o f  t h e  o s c i l l a t i o n s  ‘ 3 1
i n  t h e  I n c l i n a t i o n .  The  b e h a v i o u r  o f  t h e  i n c l i n a t i o n s  "#
a nd  t h e  n o d e s  i s ,  h o w e v e r ,  much s i m p l e r  t h a n  t h a t  o f  Yd
d':#}t h e  e c c e n t r i c i t i e s  and t h e  p e r i h e l i a .  Ea c h  a s c e n d i n g  ‘ ;1j
n o d e  r e t r o g r e s s e s  s t e a d i l y ;  e a c h  i n c l i n a t i o n  u n d e r g o e s  .
a q ua s i - s i n u s o i d a l  v a r i a t i o n  ( w h i c h  ma k e s  t h e  g r a p h  o f  bj
s i n ( i ) s i n ( f ] )  a g ai n s t s i n ( i ) c o s (fl  ) a c i r c l e  o f f s e t  f r o m  
t h e  c e n t r e ) ,  b u t  no o t h e r  l a r g e  s c a l e  f l u c t u a t i o n s .  By  
c o n t r a s t ,  t h e  e c c e n t r i c i t i e s  a l l  show f l u c t u a t i o n s  
s u p e r i m p o s e d  o n  t h e  q u a s i - s i n u s o i d a  I  c u r v e ,  w h i c h ,  
l i n k e d  w i t h  v a r i a t i o n s  i n  t h e  mo v e me n t  o f  t h e  ' Tj
p e r i h e l i a ,  p r o d u c e  c u s p s  a nd  e v e n  e p i c y c l e s  on t h e
, . . ■ I
I
c f  ^ ' ' ' ' ' '- " ' - ' . r
2 3 0
o f f s e t  c i r c L e  o f  e s i n (i%i) a g a i n s t  e c o s  (cD) .
F i n a l l y  i t  i s  p o s s i b l e  t o  a s s e s s  t h e  e f f e c t s  o f  
i n c l u d i n g  o r  n e g l e c t i n g  t h e  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  o r b i t  i n  
t h e  c a l c u l a t i o n s .  I n  t h e  c a s e  o f  ( 1 5 3 )  H i l d a ,  w h i c h  
h a s  an  i n c l i n a t i o n  o f  a l m o s t  8 d e g r e e s >  t h e -  b e h a v i o u r
w h e t h e r  t h e  i n c l i n a t i o n  i s  i n c l u d e d  o r  n e g l e c t e d .
o f  t h e  o t h e r  o r b i t a l  p a r a m e t e r s  i s  much t h e  same "m
I3l
IFor  ( 9 0 9 )  U l l a ,  h o w e v e r ,  w i t h  an i n c l i n a t i o n  o f  
a b o u t  1 8  d e g r e e s ,  t h e  e f f e c t  o f  t h e  i n c l i n a t i o n  on t h e  
o t h e r  p a r a m e t e r s  i s  l i m i t e d  b u t  i m p o r t a n t .  *
T h i s  o r b i t  was  i n t e g r a t e d  ( t a k i n g  t h e  r a t i o  o f  t h e  *
me a n  mot  i ons  a s  9 /  5 ) w i t h  t h e  i n c l i n a t i o n  o f  b o t h ,  t h e  - , '«
m i n o r  p l a n e t  a n d  J u p i t e r  s e t  t o  z e r o .  The  b e h a v i o u r  o f  
t h e  s e m i - m a j o r  a x i s  was v i r t u a l l y  u n c h a n g e d ,  t h e  
o s c i l l a t i o n s  b e i n g  o f  t h e  s a me  p e r i o d  a n d  much t h e  same  
a m p l i t u d e .  T h e  s a me  o s c i l l a t i o n s  a l s o  o c c u r r e d  i n  t h e  
e c c,en t r i c i t y ,  a l t h o u g h  t h i s  t i m e  t h e y  w e r e  i n  o p p o s i t e  
p h a s e .
H o w e v e r ,  t h e r e  w e r e  no l a r g e  o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  
e c c  en t r i c i t y .  The  g r a p h  o f  a g a i n s t  was  a l m o s t  
e x a c t l y  t h e  " b e s t - f  i t t  i n g "  c i r c l e  f o r  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
g r a p h  i n  t h e  i n c l i n e d  c a s e  ( p a g e  1 9 0 ) ,  b u t  t h e
e p i c y c l e s  w e r e  e n t i r e l y  a b s e n t .
I n b o t h  i n t e g r a t i o n s ,  s m a l l  v a r i a t i o n s  i n  t h e  
m o v e m e n t  o f  t h e  p e r i h e l i o n  a r e  i n d i c a t e d  by t h e  f a c t
t h a t  t h e  s m a l l  v a r i a t i o n s  i n  e c c e n t r i c i t y  a p p e a r  a s  
p o i n t e d  c u s p s  i n  t h e  c u r v e ,  t h e  p o i n t s  b e i n g  i n w a r d  
( t h a t  i s ,  t h e  m o v e m e n t  o f  p e r i h e l i o n  i s  s l o w e s t  whe n
>-ç-y. > '4 '
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t h e  e c c e n t r i c i t y  i s  L e a s t ) .  The e p i c y c l e s  on p a g e  19  0 
s h ow t h a t  t h e  p e r i h e l i o n  a l s o  u n d e r g o e s  p e r i o d i c  
r e t r o g r e s s i o n s ;  t h e s e  d i s a p p e a r  when t h e  i n c l i n a t i o n  i s  
n e g l e c t  e d . I n  f a c t  t h e  p e r i h e l i o n  m o v e s  f i v e  t i m e s  
f a s t e r  whe n t h e  i n c l i n a t i o n  i s  n e g l e c t e d ,  a d i s c r e p a n c y  
w h i c h  c a n  h a r d l y  be  a c c o u n t e d  f o r  e n t i r e l y  by t h e  
p r e s e n c e  o r  a b s e n c e  o f  t h e  e p i c y c l e s .  ;
T h e s e  r e s u l t s  a r e  p a r t i c u l a r l y  i m p o r t a n t  i n  t h e
l i g h t  o f  t h e  p o s s i b i l i t y  ( p a g e  2 1 6 )  t h a t  t h e  e x i s t e n c e  
o f  t h e  e p i c y c l e s  i n d i c a t e s  a " t r a n s i t i o n "  c a s e  b e t w e e n  
c o m m e n s u r a b l e  and n o n - c o m m e n s u r a b l e  m o t i o n .  Th u s  we
may c o n c l u d e  t h a t ,  w h i l e  t h i s  t h e o r e t i c a l  a p p r o a c h  d o e s  
n o t  s u c c e e d  i n  d e s c r i b i n g  t h e  d e t a i l e d  b e h a v i o u r  o f  
r e a l  m i n o r  p l a n e t  o r b i t s ,  i t  d o e s  g i v e  a u s e f u l  g e n e r a l  
p i c t u r e ,  b u t  o n l y  i f  t h e  i n c l i n a t i o n s  o f  t h e  o r b i t s  a r e  
i nc l u d e d .
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V -  P o s s i b i l i t i e s  f o r  F u r t h e r  R e s e a r c h
The  m o s t  o b v i o u s  d e f i c i e n c y  i n  t h e  r e s u l t s  
p r e s e n t e d  i n  t h i s  t h e s i s  i s  p r o b a b l y  t h e  a b s e n c e  o f  a 
r e l i a b l e  o r b i t  f o r  ( 3 3 4 )  C h i c a g o .  I t  i s  mo s t
u n f o r t u n a t e  t h a t  s e q u e n c e s  o f  o b s e r v a t i o n s  i n  t wo  
s u c c e s s i v e  s e a s o n s  b o t h  f a i l e d  t o  p r o d u c e  a c c e p t a b l e  
o r b i t s .  The  c o m p u t e r  i n t e g r a t i o n  o f  t h i s  o r b i t
p r o d u c e d  r e , s u l t s  t h a t  may be  r e g a r d e d  w i t h  s o me  d o u b t ,  
b o t h  b e c a u s e  o f  t h e  l a r g e  v a r i a t i o n s  i n  t h e  p a r a m e t e r s ,  
a n d  b e c a u s e  t h i s  p l a n e t  c a n  a p p r o a c h  r a t h e r  c l o s e  t o  
J u p i t e r ;  i t '  i s  t h e r e f o r e  p a r t i c u l a r l y -  d e s  i r a b l e  t o  
p r o d u c e  a r e l i a b l e  o r b i t  f r o m o b s e r v a t i o n s ,  a s  a c h e c k  
on t h e s e  r e s u l t s .
I t  w o u l d  a l s o  be  g o o d  t o  p r o d u c e  an o r b i t  f o r  
( 1 5 7 4 )  M e y e r ,  and a d d i t i o n a l  o r b i t s  f o r  t h e  o t h e r  
p l a n e t s  s t u d i e d  h e r e .  Mo s t  o f  t h e  o r b i t s  t h a t  w e r e  
p r o d u c e d  w e r e  c a l c u l a t e d  f r o m o n l y  t h r e e  o b s e r v a t i o n s .  
As d e s  c r i b e d  i n  s e c t i o n  I I ,  a c o m p u t e r  p r o g r a m  was
a v a i l a b l e  t o  " i m p r o v e "  s u c h  an o r b i t  by a d d i t i o n a l  
o b s e r v a t i o n s ,  b u t  i n  mo s t  c a s e s  t h i s  p r o g r a m  f a i l e d ,  
p o s s i b l y  b e c a u s e  o f  t h e  l a r g e  r e s i d u a l s  p r o d u c e d  by  t h e  
o r i g i n a l  o r b i t  i n  t h e  a d d i t i o n a l  o b s e r v a t i o n s .  I f  a 
p r o g r a m  c o u l d  be  d e v i s e d  b a s e d  on a l e s s  c r i t i c a l  
t e c h n i q u e ,  i t  i s  p o s s i b l e  t h a t  b e t t e r  o r b i t s  c o u l d  o e  
d e r i v e d  f r o m  t h e  e x i s t i n g  d a t a .
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The  p o s i t i o n s  o f  t h e  m i n o r  p l a n e t s  u s e d  f o r  
d e t e r m i n i n g  t h e  o r b i t s  w e r e  c a l c u l a t e d  f r o m t h e  
m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  p l a t e s ,  b y  u s i n g  p l a t e  . c o n s t a n t s .  
S m a r t  ( 1 9  5 8 )  s t a t e s  t h a t  f i r s t - o r d e r  p l a t e  c o n s t a n t s  
a r e  a d e q u a t e  i n  m o s t  c a s e s ;  s e c o n d - o r d e r  c o n s t a n t s  w e r e  
i n  f a c t  u s e d  h e r e ,  a nd  i t  was a s s u m e d  t h a t  t h e s e  w o u l d  
d e a l  a d e q u a t e l y  w i t h  a l l  t h e  o p t i c a l  a nd  g e o m e t r i c a l  
e r r o r  s t h a t  m i g h t  a r i s e .
Dodd ( 1 9 7 2 )  u s e s  t h i r d - o r d e r  c o n s t a n t s .  I t  was  
a s s u m e d  t h a t  t h i s  was  b e c a u s e  t h e  t e l e s c o p e  u s e d  i n  
t h a t  r e s e a r c h ,  u n l i k e  t h e  J a m e s  G r e g o r y  t e l e s c o p e  a t  S t  
A n d r e w s  w h i c h  wa s  u s e d  i n  t h i s  i n v e s t i g a t i o n ,  h a s  a 
s l i g h t l y  c u r v e d  f o c a l  p l a n e .  H o w e v e r ,  a t r i a l  
c a l c u l a t i o n  on o n e  o f  t h e  p l a t e s  u s e d  h e r e  g a v e  b e t t e r  
r e s u l t s  f o r  t h  i r d - o  r d e r  t h a n  f o r  s e c o n d - o r d e  r 
c o n s t a n t s :  t h a t  i s ,  t h e  r e s i d u a l s  f o r  a l l  t h e  r e f e r e n c e  
s t a r s  w e r e  s m a l l e r  wh e n  t h i r d - o r d e r  c o n s t a n t s  w e r e  
i n c l u d e d .  To f i n d  i f  t h i s  was  t r u e  f o r  o t h e r  p l a t e s ,  
a n d ,  i f  s o ,  t o  a p p l y  t h i r d - o r d e r  c o n s t a n t s  t o  a l l  t h e  
p l a t e s ,  w o u l d  h a v e  me an t  r e - w r i t i n g  t h e  r e l e v a n t  
c o m p u t e r  p r o g r a m  t o  c a l c u l a t e  t e n  c o n s t a n t s  i n s t e a d  o f  
s i x ,  a nd  t i m e  d i d  n o t  p e r m i t  t h i s .  But  i t  w o u l d  b e  
i n t e r e s t i n g  t o  p u r s u e  t h i s ,  a n d  t h e  r e s u l t s  m i g h t  b e  
i m p o r t a n t  f o r  a l l  a s t r o m e t r i c  r e s e a r c h  c a r r i e d  o u t  on  
t h e  J a me s  G r e g o r y  t e l e s c o p e .
■ ' ■ ■  ■ ■ . . .  ;. ■ '■ .-'  ■ - - ■• }/t, . , 'f'#R
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The  b e h a v i o u r  o f  t h e  o r b i t s  o v e r  t h e  l o n g  p e r i o d s  
o f  i n t e g r a t i o n  h a s  b e e n  d e s c r i b e d  on p a g e s  1 5 4 - 2 1 2  i n  
f a i r l y  g e n e r a l  t e r m s .  Th e  v a r i o u s  o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  
o r b i t a l  p a r a m e t e r s  a r e  c l e a r l y  made  up o f  s e v e r a l  
d i f f e r e n t  t e r m s ,  e a c h  w i t h  i t s  own p e r i o d  a nd  
a m p l i t u d e ;  t h e s e  h a v e  b e e n  i n d i  c a t e d  o n l y  a p p r o x i m a t e l y  
i n  t h e  t e x t .  The  n u m e r i c a l  v a l u e s  g i v e n  w e r e  o b t a i n e d
by  v i s u a l  i n s p e c t i o n  o f  t h e  g r a p h s ,  and by s i m p l e  
a r i t h m e t i c  on s e l e c t e d  p o r t i o n s  o f  t h e  p r i n t e d  o u t p u t .
I t  w o u l d  be  muc h mor e  a c c u r a t e  t o  d e t e r m i n e  t h e
p e r i o d s  a n d  a m p l i t u d e s  o f  t h e  v a r i o u s  o s c i l l a t i o n s  by
c a l c u l a t i o n  o n  a l l  t h e  o u t p u t  d a t a .  For  t h i s ,  i t  w o u l d
be  d e s i r a b l e  t o  p e r f o r m  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  on t h e  
d i f f e r e n t  o r b i t a l  p a r a m e t e r s  as  t h e y  v a r y  w i t h  t  i m e « 
T h i s  s h o u l d  s h o w ,  f o r  e x a m p l e ,  w h i c h  p a r a m e t e r s  
o s c i l l a t e  w i t h  e x a c t l y  t h e  s a me  f  r e q u e n c y ,  and w h i c h  
o s c i l l a t i n g  t e r m  d o m i n a t e s  t h e  b e h a v i o u r  o f  e a c h  
p a r a m e t e r ;  i t  m i g h t  a l s o  be  p o s s i b l e  t o  s p e c u l a t e  w i t h  
mo r e  c o n f i d e n c e  on t h e  c a u s e s  o f  t h e  v a r i o u s  
o s c i l  I a t i on  s .
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The  g r a p h s  s h o wn  g i v e  no  d i r e c t  i n f o r m a t i o n  on t h e  
r a t e  of  movement  o f  t h e  p e r i h e l i o n  and o f  t h e  a s c e n d i n g  
n o d e  o f  e a c h  o r b i t  ( e x c e p t  t h a t  some c u r v e s ,  f o r
e x a m p l e  t h a t  on p a g e  1 7 5 ,  p r o v e  t h a t  t h e  mo v e me n t  o f  
t h e  p e r i h e l i o n  mu s t  o s c i l l a t e  i n  t h e  s a me  wa y  a s  t h e
e c c e n t r i c i t y ,  i n o r d e r  t o  g i v e  e p i c y c l e s  i n  t h e
c u r v e ) .  An a t t e m p t  was made t o  r e m e d y  t h i s  by  
p l o t t i n g  diF/ d t  ; t h e  r e s u l t  a n t  g r a p h s  w e r e  o f  v e r y  
i n t e r e s t i n g  s h a p e ,  b e i n g  p e r i o d i c  b u t  f a r  f r o m  
s i n u s o i d a l ,  b u t  t h e y  s u f f e r e d  g r e a t l y  f r o m " n o i s e * *  d u e  
t o  t h e  c r u d e n e s s  o f  t h e  d i f f e r e n t i a t i n g  t e c h n i q u e  u s e d  
( s i m p l y  t a k i n g  t h e  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  e v e r y  t e n t h  
p o i n t ) »  I f  mo r e  t i m e  w e r e  a v a i l a b l e ,  i t  w o u l d  be  
i n t e r e s t i n g  t o  r e f i n e  t h e  t e c h n i q u e  a nd  i n v e s t i g a t e  t h e  
r e s u l t a n t  c u r v e s  mo r e  c l o s e l y ,  p o s s i b l y  a g a i n  by  
F ou r i  e r t r a n s f o r m s .
. I t  w o u l d  a l s o  be  i n t e r e s t i n g  t o  c o m p a r e  t h e  
r e s u l t s  o f  i n t e g r a t i o n s  w i t h  and w i t h o u t  t a k i n g  a c c o u n t  
o f  t h e  i n c l i n a t i o n s ,  f o r  v a r i o u s  d i f f e r e n t  p l a n e t s ,  t o
s e e  how l a r g e  an i n c l i n a t i o n  c a n  b e  n e g l e c t e d  w i t h o u t  
c h a n g i n g  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  p l a n e t s .
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T h e  g r a p h s  o f  a g a i n s t  a n d  o f  X t  a g a i n s t  X ,  ' #
■Ig e n e r a l l y  a p p r o x i m a t e  t o  c i r c l e s  ( t h e  \P - c u r v e s  s h o w i n g  .-#*
m o r e  d e p a r t u r e s  f r o m  t h e  c i r c l e  i n  t h e  way o f  c u ^ p s  a n d
e p i c y c l e s ) ®  Th e  c e n t r e s  a nd  r a d i i  o f  t h e s e  c i r c l e s
X'-ag
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h a v e  b e e n  e s t  i mat  e d ,  ' a g a  i n by i n s p e c t i o n  o f  t he  g r a p h s ,
■ ■ - ■ Xa n d  a r e  g i v e n  o n l y  a p p r o x i m a t e l y .  S c h u b a r t  ( 1 9 6 8 )  
d i s c u s s e s  t h e  " p r o p e r "  e l e m e n t s  o f  e a c h  m i n o r  p l a n e t  ; 
t h e  p r o p e r  e c c e n t r i c i t y  a n d  t h e  l o n g i t u d e  o f  p r o p e r  
p e r i h e l i o n  a p p e a r  a s  t h e  r a d i u s  a n d  a n g l e  o f  t h e  
vj^-curve  a s  m e a s u r e d  f r o m t h e  c e n t r e  o f  t h e  c i r c l e  
i n s t e a d  o f  f r o m  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  a x e s .
S i m i l a r l y ,  t h e  p r o p e r  i n c l i n a t i o n  a nd  - l o n g i t u d e  o f  
p r o p e r  a s c e n d i n g  n o d e  c a n  b e  d e f i n e d  a s  t h e  ( a r c s i n e  o f  
t h e )  r a d i u s  a n d  t h e  a n g l e  o f  t h e  % - c u rv e a s  m e a s u r e d  
f r o m  t h e  c e n t  r e  o f  t h a t ;  c i r c l e »
B r o u w e r  ( 1 9 5 2 )  l i s t s  t h e  p r o p e r  e l e m e n t s  f o r  
a l m o s t  a l l  t h e  m i n o r  p l a n e t s  o f  w h i c h  t h e  o r b i t s  w e r e  
a v a i l a b l e  at  t h a t  t i m e ,  i n c l u d i n g  a l l  t h o s e  c o n s i d e r e d  
h e r e  e x c e p t  ( 1 5 7 4 )  M e y e r .  The  e s t i m a t e d  r a d i i  o f  t h e  
c i r c l e s  p r o d u c e d  h e r e  i n d i c a t e  on t h e  w h o l e  q u i t e  g o o d  
a g r e e m e n t  i n  t h e  v a l u e s  o f  p r o p e r  e c c e n t r i c i t y  a nd
p r o p e r  i n c I i  n a t i on  w i t h  t h o s e  o f  B r o u w e r .  I t  w o u l d  b e
d e s i r a b l e  t o  a n a  l y s e  t h e  c u r v e s  p r o p e r l y ,  d e t e r m i n i n g  -"|i
t h e  b e s t - f i t t i n g  c i r c l e  by n u m e r i  c a I  m e t h o d s ,  a n d  t o  {
c o m p a r e  t h e  r e s u l t s  w i t h  t h o s e  o f  B r o u w e r . I t  m i g h t  '
Ma l s o  be  mo r e  m e a n i n g f u l  t o  a n a l y s e  i n  d e t a i l  t h e  j
'"Hb e h a v i o u r  o f  t h e  p r o p e r  e l e m e n t s ,  r a t h e r  t h a n  o f  t h e  \
i m m e d i a t e  r e s u l t s  o f  t h e  i n t e g r a t i o n s .  |
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: L___________  IJ__ _^_______ L_1________ ' ‘ r ..9." ' ' b ' . > d "
2 3 7
The  ma t h e m a t i c a l r e f i n e m e n t s  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  
r e s u l t s  s u g g e s t e d  a b o v e  s h o u l d  n o t  d i s t r a c t  a t t e n t i o n  
f r o m  t h e  f a c t  t h a t  t h e  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n s  u s e d  h e r e  
a r e  o n l y  an a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  p h y s i c a l  r e a I i  t  y . I t  
w o u l d  be  mo r e  r e l e v a n t  t o  know j u s t  how g o o d  t h a t
a p p r o x i m a t i o n  i s ,  by mo r e  c o m p a r i s o n  b e t w e e n  o b s e r v e d  
a n d  c a l c u l a t e d  o r b i t s .  To t h i s  e n d ,  f u r t h e r  o r b i t s
s h o u l d  b e  o b t a i n e d  by  o b s e r v a t i o n ,  n o t  j u s t  o f  t h e  
p l a n e t s  i n v e s t i g a t e d  h e r e ,  b u t  o f  a l l  t h o s e  p l a n e t s  i n  
t h e  v i c i n i t y  o f  t h i s  c o m m e n s u r a b i l i t y ^  s i n c e  t h e r e  a r e  
i n  f a c t  r e l a t i v e l y  f e w  o f  t h e s e ,  a t t e n t i o n  m i g h t  
p e r h a p s  b e  t r a n s f e r r e d  t o  some o t h e r  c o m m e n s u r a b i l i t y ,  
o f  s i m i l a r  o r d e r ,  w h e r e  t h e r e  a r e  mo r e  p l a n e t s .  I t  
m i g h t  t h e n  be  p o s s i b l e  t o  a p p l y  s t a t i s t i c a l  t e c h n i q u e s
t o  t h e  r e s u l t s ,  a nd  t o  a s c e r t a i n  w i t h i n  wh a t  l i m i t s  o f
me a n  m o t i o n  ( o r  o f  a n y  o t h e r  o r b i t a l  p a r a m e t e r )  t h i s  
m e t h o d  o f  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  p r o v i d e s  an a c c e p t a b l e  
a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  a c t u a l  m o v e m e n t  o f  t h e  p l a n e t s .
' ,d
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V I A p p e n d i c e s
A p p e n d i x  1 : P l a t e  s c a l e
The  c o n v e r s i o n  f a c t o r  f o r  s t a n d a r d  c o o r d i n a t e s  
b e t w e e n  r a d i a n s  a nd  m i l l i m e t r e s  -  t h e  p i  a t  e - s c a l e  -  wa s  
d e t e r m i n e d  a t  a n  e a r l y  s t a g e  o f  t h e  r e s e a r c h .  Si  x
known ( c a t a l o g u e d )  s t a r s  on a p l a t e  w e r e  m e a s u r e d ,  a n d  
t h e  d i s t a n c e  d i n  m i l l i m e t r e s  b e t w e e n  e a c h  p a i r  was
c o m p a r e d  w i t h  t h e  s e p a r a t i o n  i n  t h e i r  s t a n d a r d
c o o r d i n a t e s  ( x , , y ,  ) a n d  ( x ^ , y - i ) .  T h i s  g a v e ,  f o r  e a c h
p a i r  o f  s t a r s ,  a v a l u e  o f  t h e  p l a t  e - s c a l e  K :
1< /  mm
/ ( X  ^-  X , )  ^ t  ( -  y , ) 1 8 0  * 6 0  * 6 0
d ^
The  a v e r a g e  o f  a l l  t h e  15 v a l u e s  o f  K was 8 0 . 1 9 " / mm,  
a n d  t h i s  v a l u e  wa s  u s e d  i n  a l l  t h e  s u b s e q u e n t
c a l c u l a t i o n s .
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A p p e n d i x  2 :  M e a s u r e m e n t s  o f  P l e i a d e s
I n o r d e r  t o  c h e c k  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  m e a s u r e m e n t  
a n d  r e d u c t i o n  t e c h n i q u e s ,  i t  was d e c i d e d  t o  a p p l y  t h e m  
t o  a f i e l d  o f  s t a r s  w h o s e  p o s i t i o n s  a n d  p r o p e r  m o t i o n s  
w e r e  w e l l  k n o w n ,  n a m e l y  t h e  P l e i a d e s  s t a r " c l u s t e r .  A 
p l a t e  was t a k e n  c e n t r e d  o n  A l c y o n e  ( Ta u r  i )  : t h e  
o b s e r v a t i o n a l  d e t a i l s  a r e  a s  f o l l o w s :
d a t e  o f  o b s e r v a t i o n  30  D e c e m b e r  1 9 7 3
K Vi s O f //c o o r d i n a t e s  o f  g u i d e - s t a r  0 3  4 5 5 6 . 1  f 24 01 5 3
l e n g t h  o f  e x p o s u r e  3 0  m i n u t e s
k rUT o f  m i d - e x p o s u r e  21 20  30
T h i s  e x p o s u r e  wa s  t a k e n  whe n  t h e  c l u s t e r  was  on t h e  
m e r i d i a n .
Th e  p o s i t i o n s ,  p r o p e r  m o t i o n s  and  m a g n i t u d e s  o f  t h e  
s t a r s  i n v e s t i g a t e d  w e r e  t a k e n  f r o m  t h e  c a t a l o g u e  g i v e n  
i n  L e i d e n  A n n a l s  v o l u m e  1 9 ,  a nd  t h e  n u m b e r s  i n  t h a t  
c a t a l o g u e  a r e  u s e d  t h r o u g h o u t  t h i s  s e c t i o n  t o  i d e n t i f y  
t h e  s t a r s .  T h e  c o l o u r  i n d i c e s  w e r e  t a k e n  f r o m  
E i c h h o r n  ( 1 9 7 0 ) .
81 o f  t h e  s t a r s  i n  t h e  c l u s t e r  w e r e . m e a s u r e d ,  
u s i n g  t h e  t e c h n i q u e s  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  I I .  For  
r e d u c i n g  t h e  m e a s u r e m e n t s ,  68  o f  t h e s e  s t a r s  w e r e  t a k e n  
t o  be  r e f e r e n c e  s t a r s ,  a n d  t h e  r e m a i n i n g  13 w e r e  
a s s u m e d  t o  be  u n k n o w n .  T h e s e  13 w e r e  c h o s e n  t o  be  
e v e n l y  s c a t t e r e d  o v e r  t h e  f i e l d  o f  t h e  p l a t e ,  a n d  a l s o  
t o  c o v e r  a w i d e  v a r i e t y  o f  m a g n i t u d e s  a n d  c o l o u r s ;  t h e y  
i n c l u d e d  A l c y o n e  i t s e l f ,  t h e  g u i d e  s t a r  ( n o .  1 4 3 2 ) .
r-;-  r; r^:2n:;vTV' 'L/' ' y y  r
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The  r é d u c t i o n  p r o c e s s  was  c a r r i e d  o u t  a s  d e s c r i b e d  
a b o v e ,  i n  t h r e e  s t a g e s ;  2 2  o f  t h e  s t a r s  we r e  ' d i s c a r d e d  
a t  t h e  f i n a l  s t a g e .  The  c a l c u l a t e d  p o s i t i o n s  o f  t h e  13  
" u n  k n o wn "  s t a r s  w e r e  t h e n  c o m p a r e d  w i t h  t h e i r  c a t a l o g u e  
p o s i t i o n s ,  a n d  t h e  d i s p l a c e m e n t s  c a l c u l a t e d .  The  
a v e r a g e  t o t a l  d i s p l a c e m e n t  o v e r  t h e  13  s t a r s  was 0 . 5 0  
s e c o n d s  o f  a r c .
The  r e s i d u a l s  f o r  t h e  46  r e m a i n i n g  " r e f e r e n c e "  
s t a r s  w e r e  t h e n  c a l c u l a t e d ,  a n d  w e r e  i n v e s t i g a t e d ,  
a l o n g  w i t h  t h e  r e s i d u a l s  i n  t h e  13  " u n k n o w n "  s t a r s ,  t o  
s e e  i f  a n y  s y s t e m a t i c  e r r o r  c o u l d  be  d e t e c t e d .  The  
r e s i d u a l s  w e r e  f o u n d  n o t  t o  c o r r e l a t e  e i t h e r  w i t h  
m a g n i t u d e  m ( p g ) ,  o r  w i t h  c o l o u r  B - V .  T h e y  d i d  n o t  
c o r r e l a t e  w i t h  x ,  s h o w i n g  t h a t  t h e r e  wa s  n o  s y s t e m a t i c  
s h i f t  o f  p o s i t i o n  o f  t h e  i m a g e s  w i t h  t i m e  o f  
mea su r e me n  t ( s i n c e  t h e  i m a g e s  w e r e  m e a s u r e d  i n  o r d e r  o f  
i n c r e a s i n g  x ) . Nor  was  t h e r e  a n y  c o r r e l a t i o n  w i t h  y ,
4i n d i c a t i n g  t h a t  t h e  e f f e c t s  o f  d i f f e r e n t i a l  r e f r a c t i o n
( w h i c h  w o u l d  c h a n g e  s t e a d i l y  w i t h  y ,  s i n c e  t h e  p l a t e  fl;
was t a k e n  on t h e  m e r i d i a n )  h a d  b e e n  e l i m i n a t e d «
The  r e s u l t s  o f  t h e  m e a s u r e m e n t  a n d  r e d u c t i o n  a r e  
s hown i n  t a b l e  4 .  The  r e s i d u a l s  i n  p o s i t i o n ,  d<< a nd  d S,  
a r e  g i v e n  f o r  t h o s e  o f  t h e  r e f e r e n c e  s t a r s  w h i c h  w e r e  
u s e d  i n  t h e  f u l l  r e d u c t i o n .
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V I I I  -  R e f e r e n c e s
A s t r o n o m i c a l  E p h e m e r i s ” ( 1 9 7 1  -  1 9 7 4 )
B r o u we  r f D . ( 1 9 5 2)
I
He r  M a j e s t y ' s  N a u t i c a l  A l m a n a c  O f f i c e  4v’
■"'i
£■'
" S e c u l a r  V a r i a t i o n s  o f  t h e  O r b i t a l  E l e m e n t s  o f  Mi n o r
■
P l a n e t s "
: -ji
A s t r o n o m i c a l  J o u r n a l - ?  v o l u m e  5 6 /  p a g e s  9 - 3 2  Æ
B r o u w e r ^  D » (1 9 6 3 )  %
" K i r k w o o d  G aps  i n  t h e  A s t e r o i d  B e l t "
A s t ro n oisri c a I J o u r n a l - ?  v o l u m e  6 8  /  p a g e s  1 5 2 - 1 5 9
4
Ü r o  uw e r /  D, a n d  C l e me n  c e /  G * M. ( 1 9 6 1 )
" M e t h o d s  o f  C e l e s t i a l  M e c h a n i c s "
( Ac ad e m e  P r e s s ) #
D o d d /  R . J .  (1 9 7 2 )  ;|
'  J" P r e c i s e  S t e l l a r  P o s i t i o n s  U s i n g  GALAXY- Ma c h i n e  \s|
M e a s u r e s  o f  a S c h m i d t  P l a t e "
A s t r o n o m i c a l  J o u r n a l /  v o l u m e  7 7 /  p a g e s  3 0 6 - 3 1 1
33^
Lii______ :___ :___ :___:__ !__________ ,    ' - - - - .
2 9 0
E i c h h Q r ii  ^ H . /  e t a l i a  ( 1 9 7 0 )
" A c c u r a t e  P o s i t i o n s  o f  50 2 S t a r s  i n  t h e  R e g i o n  o f  t h e  
P l e i a d e s "  ^
■ÏM e m o i r s  o f  t h e  R o y a l  A s t r o n o m i c a l  S o c i e t y /  v o l u m e  7 3 ,  
p a g e s  1 2 5 - 1 5 2  ^
" Ep he me r i d e s  o f  Mi n o r  P l a n e t s "  (1 9 7 1  -  1 9 7 4 /  1 9 7 7 )
I n s t i t u t e  o f  T h e o r e t i c a l  A s t r o n o m y ,  Ac a d e my  o f  S c i e n c e s  
o f  t h e  USSR
Uam m i n g ,  R . W. (1 9 7 3 )
" N u m e r i c a l  M e t h o d s  f o r  S c i e n t i s t s  a nd  E n g i n e e r s "
( Mc Gr aw)
H e r t z s p r u n y /  E « (1 9 4 7)
H i r a y a rn a ,  K. a n d  A k i y a m a ,  K. (1 93  7 )
" L i  b r a t  i on  o f  t h e  A s t e r o i d  H i l d a "
J a p a n e s e  J o u r n a l  o f  A s t r o n o m y  & G e o p h y s i c s  v o l u m e  1 5 /  
p a g e s  13  7 - 1 4 8
L a v e s ,  K. ( 1 9  0 4 )
" T h e  O r b i t  o f  t h e  Mi n o r  P l a n e t  ( 3 3 4 ) "
J
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" C a t a l o g u e  de  3 2 5 9  E t o i l e s  d a n s  l e s  P l e i a d e s "  "JaL e i d e n  Ann a I s XIX
2 9 1
P u b l i c a t i o n  o f  t h e  Y e r k e s  O b s e r v a t o r y  I I ,  p a g e s  4 0 1 - 4 1 3  
" P a l o m a r  Sky  S u r v e y "  ( * 0 3 3 1 9 6 0 )
N a t i o n a l  G e o g r a p h i c a l  S o c i e t y  a nd  P a l o m a r  O b s e r v a t o r y
P o i n c a r e ,  H. ( 1 9 0 2 )
" S u r  l e s  P l a n è t e s  du T y p e  d ' H e c u b e "
B u l l e t i n  A s t r o n o m i q u e ,  v o l u m e  1 9 ,  p a g e s  2 8 9 - 3 1 0
P o r t e r ,  J» G. ( 1 9 4 9 )
Ro t  h ,  G. D . ( 1 9 6 2 )
" T h e  S y s t e m  o f  Mi n o r  P l a n e t s "
( F a b e r  a nd  F a b e r )
R o y ,  A . E .  ( 1 9 7 8 )
" O r b i t a l  M o t i o n "
( A d arn H i  I g e r )
S c h u b a r t ,  J . ( 1 9  6 4 )
" L o n g - P e r i o d  E f f e c t s  i n  N e a r l y  C o m m e n s u r a b l e  C a s e s  o f  
t h e  R e s t r i c t e d  T h r e e - B o d y  P r o b l e m "
" T h e  D i f f e r e n t i a l  C o r r e c t i o n  o f  O r b i t s "
M o n t h l y  N o t i c e s  o f  t h e  R o y a l  A s t r o n o m i c a l  S o c i e t y ,  -I
v o l u m e  1 0 9 ,  p a g e s  4 0 9 - 4 2 0 .
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"cS m i t h s o n i a n  A s t r o  p h y s i c a l  O b s e r v a t o r y  S p e c i a l  R e p o r t  "f.
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S c h u b a r t ,  J .  ( 1 9 6 8 )
" L o n g - P e r i o d  E f f e c t s  i n  t h e  M o t i o n  o f  H i l d a - T y p e  
P l a n e t s "
A s t r o n o m i c a l  J o u r n a l ,  v o l u m e  7 3 ( i ) ,  p a g e s  9 9 - 1 0 3  %
. ; J
S c h u b a r t ,  J . ( 1 9 7 8 )
"Ne w R e s u l t s  on  t h e  C o m m e n s u r a b i l i t y  C a s e s  o f  t h e  
P r o b l e m  S u n - J u p i t e r - A s t e r o i d "
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S c h w a r z s c h i l d ,  K. ( 1 9 0 3 )
" Ub e r  d i e  p e r  i o d i s e  he n  B a h n e n  vom H e c u b a - t y p u s "
A s t r o n o r n i s c h e  N a c h r i c h t e n  v o l u m e  2 8 5 ,  p a g e s  7 1 - 8 0
S c h w e i z e r ,  F . ( 1 9 6 9 )
" R e s o n a n t  A s t e r o i d s  i n  t h e  K i r k w o o d  Ga ps  a nd
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S m a r t ,  W. M. ( 1 9 5 8 )
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2 9 3
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" S m i t h s o n i a n  A s t r o p h y s i c a l  O b s e r v a t o r y  S t a r  C a t a l o g "  
( 1 9 6 6 )
Smi  t h s o n i a n  A s t r o p h y s i c a l  O b s e r v a t o r y  
Wat s o n ,  F « G » ( 1 9 7 4 )
" P r a c t i c a l  T e c h n i q u e s  f o r  t h e  D e t e r m i n a t i o n  o f  Mi n o r  
P l a n e t  O r b i t s "
M . S c .  T h e s i s ,  S t  A n d r e w s .
